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یادم است از بچگی همه‌اش به ما می‌گفتند »حاسبوا انفسکم قبل انَ تحُاسبوا« و به همین علت اهمیت درس حساب 

و به ویژه مقولهء حساب و کتاب، برایمان خیلی زیاد شد. شما الآن یک »حسابان 1« دارید و یک »حسابان 2« و ما 

آن موقع‌ها یک »حسابان« داشتیم و یک »حساب دیفرانسیل و انتگرال« و این دومی اسمش خیلی دهن پرکن بود 

و می‌شد کلی پزش را داد. اما راستش را بخواهید به‌جز مبحث انتگرالش که از »حسابان 2« حذف ‌شده مطالبش 

همین‌ها بود که شما می‌خوانید. هم آن‌وقت‌ها و هم الآن، برای بچه‌های رشتهء ریاضی فیزیک، شاید مهم‌ترین درس 

برای خوب‌خواندن و یادگرفتن، همین درس حسابان باشد. پایهء تمام درس‌های ریاضی دانشگاه مثلاً ریاضی 1 و 2 و 

معادلات دیفرانسیل و ریاضی مهندسی و انواع دیگر ریاضی که قرار است سال‌های بعد در دانشگاه بخوانید، همین 

مطالب کتاب حسابانتان است و حتماً برای همین است که ضریب این درس در کنکور ریاضی فیزیک شده 4.

یادم هست از همان سال‌های اولی که بچه‌ها وارد دانشگاه می‌شدند یکی از شوخی‌های خیلی رایجشان این بود که 

»بالأخره نفهمیدیم این حساب دیفرانسیل و انتگرال به چه دردی می‌خورده؟!«

فکر می‌کنم همین شوخی در زمان شما تبدیل شود به این که »‌بالأخره نفهمیدیم حسابان به چه دردی می‌خوره؟!«. 

راستش را بخواهید حسابان و همین‌طور خیلی درس‌های دیگر خودشان به طور مستقیم در زندگی به هیچ دردی 

نمی‌خورند اما به طور غیرمستقیم در زندگی شما، ما و خیلی‌های دیگر فایده دارند. همین موضوع »حاسبوا« که اول 

مقدمه نوشتم اگر چه ممکن است ساده به نظر بیاید ولی خیلی پیچیده و دشوار است. حساب و کتاب قبل از هر 

از  چیز شناخت و فهمیدن درست لازم دارد. فهمیدن و دیدن دقیق همه‌چیز، کارهایی که می‌کنیم، فکرهایی که 

سرمان می‌گذرد، دلایلی که برای کارهایمان داریم و ... . درس‌خواندن قرار است باعث شود تا نوع و کیفیت نگاهمان 

 به زندگی تغییر کند، باعث شود که دقیق‌تر شویم، باعث شود که در مورد همه‌چیز خوب حساب و کتاب کنیم و ... .

می‌دانم هر چه‌قدر هم که از این حرف‌ها بزنم باز هم شما به امتحان و نمره‌ای که در امتحان می‌گیرید فکر می‌کنید 

یا به درصد و رتبه‌ای که در کنکور به دست می‌آورید. سال‌های بعد که در مورد این روزها فکر می‌کنید و به یادشان 

می‌آورید می‌بینید که همهء این‌ها گذشته و چیزی که برایتان مانده است نه نمره است نه رتبه؛ تجربه‌ای است که از 

زندگی در این دوران، حس‌هایی که داشته‌اید و چیزهایی که یاد گرفته‌اید. شاید نوشتن چنین چیزی در مقدمهء کتابی 

است که در نامش آمده »ماجرای بیست« عجیب باشد، ولی هیچ‌کدام از این‌ها با هم منافاتی ندارند، هم زندگی کنید، 

هم یاد بگیرید، هم خوب باشید و هم 20 بگیرید.
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کنکوری هستی؟ بزرگ شدیا!!

دوستایِ بزرگم سلام. می خوام یکم دربارۀ امسال باهاتون صحبت کنم (خووب گوش کنيد).

امسال واسهء شماها قراره که امتحانِ نهاییِ خرداد، تأثیر مستقیم ۶0٪ روی کنکور داشته باشه و خُب! خداییش 

درصد زیادیه (تکرار می کنم، تأثیر مستقیم ۶0٪ ای) پس واسهء این که بتونین توی یه دانشگاه خوب درس بخونید، 

هم باید تستی بخونید هم تشریحی. به قوی و ضعیف بودن دانش آموز هم ربطی نداره، ما امسال توی مدارس خفن 

هم از بچه ها امتحان تشریحی می گیریم.
این کتاب رو به پیشنهاد خیلی سبز عزیز برای شما و موفقیت شما توی امتحان نهایی نوشتم. ایشالا که تونسته باشم 

کمکتون کرده باشم.
کتاب ماجرای بیست حسابان دوازدهم اینارو داره:

درس نـامـه: سعی کردم خیلی ساده، روان و کاربردی درس را آموزش بدیم. مطالب اضافه در این کتاب نمی بینید اما 

هر چیزی که برای کسب 20 نهایی لازمه رو دارید. چینش درس ها کاملاً مثل کتاب درسیه، البته بیشتر جاها برای این که 

مطالب، طولانی نشه و حوصله تون سر نره، درس به چند بخش تقسیم شده و سؤال های هر قسمت رو جداگونه آوردیم.
سؤال های امتحانی: همه مثال ها و تمرین های کتاب و کار در کلاس ها، فعالیت ها و همهء سؤال های نهایی خرداد 

1402 و 140۳ توی این کتاب موجوده و به قول معروف پوشش کامل کتاب درسی و امتحان های نهایی یه جوری 

رعایت شده که بعد خوندن »ماجرای بیست« دیگه هیچ نگرانی ای ندارید که چیزی جا افتاده باشه. 

سؤال هایی که کنار آن ها علامت  است، سطح دشوارتری نسبت به بقیهء سؤال ها داره و شما رو برای سؤال های سخت  

نهایی آماده می کنه.

آزمون های انتهایی هر فصل: بعد از تمام شدن هر فصل، خوب است خودتان را با یک آزمون نسبتاً دشوار محک بزنید. 

اگر در حل سؤال ها اشکالات زیادی داشتید، بدانید که باید دوباره به درس نامه و سؤال های امتحانی فلش بک بزنید.
پاسخ های تشریحی: بعد از حل سؤال ها، حتما پاسخ ها را تحلیل کنید.

آزمون های پایانی کتاب: در انتهای کتاب، دو امتحان ترم اول داریم و چهار تا امتحان ترم دوم. حتماً قبل امتحان 

نهایی این سؤال ها رو حل کنید و به بارم بندی اون ها هم توجه کنید که بدونید باید چجوری توی امتحان جواب بدی.

کـلام آخـر

، مهندس علی رضا  تشکر ویژه از اساتید عزیزم، مهندس مجید رفعتی (آقاایِ حسابان)، مهندس محمد کشوری 

شریف خطیبی (پدرِ معنوی من)، دکتر کامبیز مقدم فر و استاد علی مؤمن زاده.

تشکر خیلی صمیمانه از همسر مهربانم که واقعاً در مدت تألیف من رو تحمل کرد و هم چنین همهء دانش آموز ها و 

مدارسی که نتونستم اون موقع در خدمتشون باشم

در نهایت هر پیشنهاد و انتقادی راجع به کتاب رو حتماً به ما بگید.

سپهر متولی و محمد حسین صابریmathmots@ :راه ارتباطی  
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بخش ۱:تبدیل نمودار توابع 

رسم خيلی از تابع ها آن هم در سطح دبيرستان اصلاً سخت نيست؛ يعنی اگر نمودار يک تابع را داشته باشيم، با يک سری تبديل ها می توانيم نمودار 
تابع های زيادی را رسم كنيم.

انتقال های عمودی و افقی

پارسال و پيرارسال (دو سال پيش( با يک سری تبديل آشنا شديد و چون پيش نياز درس های جديد ند، بد نيست يادی از آن ها كنيم. (البته کتاب دوازدهم 
هم بهشون اشاره کرده.(

y را داشته باشيم: f x= ( ) اگر نمودار تابع

١  f x k( ) + ⇒ k واحد بالا می بريم. f را x( )  (k )>0 y اين نمودار ها را به اين شكل رسم می كنيم:  f x k== ±±( ) الف) 

٢  f x k( )- Þ k واحد پايين می بريم. f را x( )  
به اين انتقال، انتقال عمودی می گوييم.

f به پايين می رود. x( ) ، يک واحد نسبت به f x( ) −1 f به بالا می رود و x( ) f ، دو واحد نسبت به x( ) + 2 مثلاً 

(k )>0 به نمودارهای زير توجه كنيد:

: همان طور كه می بينيد در اين انتقال، دامنۀ تابع تغييری نمی كند. (انتقال عمودیه( ولی برد تابع، k واحد جابه جا می شود. y f x k== ++( ) دامنه و برد

R است. a k b kf x k( ) [ , ]+ = + + R (برد f( باشد، آن گاه a bf x( ) [ , ]= پس اگر
چند مثال از انتقال عمودی توابع معروف ببينيد:

   

) است. , )0 + ¥  و برد آن بازۀ ، y x= 2 دامنۀ
) است. , )- + ¥1  و برد آن بازۀ ، y1دامنۀ

] است. , )0 + ∞ ، بازۀ y x= دامنه و برد تابع
] است. , )2 + ∞ ] و برد آن بازۀ , )0 + ∞ ، بازۀ y1دامنۀ

] است. , )− + ∞1 ] و برد آن بازۀ , )0 + ∞ y2 بازۀ دامنۀ

تذکر برای اين كه در انتقال، نمودار دقيق تری به دست آوريم، مختصات يک يا چند نقطه را در نمودار انتقال يافته مشخص می كنيم و سپس نمودار 
را براساس آن ها رسم می كنيم.

y قرار دارد و اگر دو واحد به بالا انتقال  x= ) روی تابع , )0 0 ، می گوييم نقطۀ y x= y با استفاده از نمودار x
1

2= + مثلاً برای رسم نمودار
) خواهد بود. , )0 2 پيدا كند، x آن عوض نشده و همان صفر است، ولی y آن به  اضافۀ دو خواهد شد و نقطۀ انتقال يافته

١  f x k( )+ ⇒ k واحد چپ می بريم  f را x( )  ( )k >0 y  اين نمودار ها را به اين شكل رسم می كنيم:  f x k== ±±( ) ب) 

٢  f x k( )− ⇒ k واحد راست می بريم  f را x( )  
به اين انتقال، انتقال افقی می گوييم.

f به سمت چپ می رود )برعکسه(. x( ) ، يک واحد نسبت به f x( )+1 f به سمت راست می رود و x( ) ، دو واحد نسبت به f x( )- 2 مثلاً
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به نمودارهای زير توجه كنيد:

: همان طور كه می بينيد در اين انتقال، برد تابع تغييری نمی كند )انتقال افقيه دیگه( ولی دامنۀ تابع، k واحد جابه جا می شود. y f x k== ++( ) دامنه و برد

D است. )چرا این جوری ن꙯ه مى کنيد؟؟؟ گفتم که برعکسه( a k b kf x k( ) [ , ]+ = - - D، آن گاه a bf x( ) [ , ]= پس اگر

چند مثال از انتقال افقی توابع معروف ببينيد:

 است. ) و برد آن , )0 + ∞ ، بازۀ y x= log دامنۀ
 است. ) و برد آن , )− + ∞1 ، بازۀ y1دامنۀ

] است. , )0 + ∞ ، بازۀ y x= دامنه و برد

] است. , )0 + ∞ ] و برد آن بازۀ , )2 + ∞ ، بازۀ y1دامنۀ

] است. , )0 + ∞ ] و برد آن بازۀ , )− + ∞1 ، بازۀ y2 دامنۀ

 y f x= + +
¯

®( ) D Áj¼µø oÃÃûU

Â£ÎH oÃÃûU
 خيلی وقت ها ممكن است در يک تابع، هم تغييرات افقی و هم عمودی داشته باشيم، مثلاً: 

) را اعمال می كنيم.  )D ) و بعد تغيير عمودی ) y اول تغيير افقی f x= ( ) برای رسم اين تابع ها از روی

y را  f x== ++ ++( )1 1 y به صورت مقابل است. به کمک انتقال، نمودار تابع f x== ( )  نمودار تابع
رسم کنید. 

 

 y f= + +(x )1 f را يک واحد بالا می بريم تا نمودار تابع1 x( )+1 f را يک واحد به چپ می بريم، سپس نمودار x( ) ، نمودار f x( )+1  برای رسم
به دست آيد. يعنی:

⇒

y را با استفاده از انتقال رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید. x== −− −−| |1 2  نمودار تابع
y را رسم می كنيم. x= | |  ابتدا نمودار

 
 ( | | )y x= تابع اصلی افقی يک واحد به سمت راست  انتقال  با  را   y x= −| |1 در مرحلۀ بعدی نمودار

رسم می كنيم.

 
در مرحلۀ آخر، نمودار مرحلۀ قبلی را با انتقال عمودی دو واحد به پايين منتقل كرده و رسم می كنيم:

 
] می باشد. , )− +∞2  و برد آن هم با توجه به نمودار مشخص هست كه دامنۀ نمودار انتقال يافته
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)نهایی خرداد 1400( ] رسم کنید.   , ]0 2pp y در بازهء cos x== y را به کمک نمودار x== −−cos( )ππ4  نمودار تابع 

p به سمت راست انتقال افقی می دهيم.
4 ] رسم می كنيم و سپس به اندازۀ , ]0 2p y را در بازۀ cos x=  ابتدا نمودار

*:
3

4 2 4

p p p= +
¾ ®¾¾¾¾

f باقی مانده است. اين  x( )- f- و x( از مطالبی كه در سال های قبل ياد گرفتيد، دو تبديل بسيار مهم و پركاربرد(
دو را هم بگويم و برويم سراغ تبديل های جديد.
f x( ) f از روی  x( )−− f−− و  x( ) رسم 

y را داريم: f x= ( ) نمودار
، نمودار f را نسبت به محور xها قرينه می كنيم. f x( ) y برای رسم اين تابع از روی f x== −− ( ) الف) 

f- با هم برابرند ولی محدودۀ برد به صورت زير تغيير می كند.  واضح است كه دامنۀ f و
R است. (نمودار رو ببينيد.( b af x- = - -( ) [ , ] R، آن گاه a bf x( ) [ , ]=  اگر

، اين بار f را نسبت به محور yها قرينه می كنيم.  f x( ) y برای رسم اين تابع از روی f x== −−( ) ب) 

برابرند ولی محدودۀ دامنه به  با هم   f x( )- f و x( ) از روی نمودار می بينيد برد همان طور كه 
صورت زير تغيير می كند.

D است.  b af x( ) [ , ]- = - - D، آن گاه a bf (x) [ , ]=  اگر

−− را رسم کنید. −−f x( ) f و x( )-- f-- و x( ) f نمودار تابع های x x( ) ==  از روی نمودار تابع

x به صورت مقابل است:   می دانيم كه نمودار

f را به ترتيب نسبت به محور xها و محور yها  x( ) ، نمودار f x( )- f- و x( ) برای رسم
قرينه می كنيم. ببينيد:

 
 ، ( ( ))f x− f را ابتدا نسبت به محور yها قرينه می كنيم x( ) ، نمودار − −f x( ) برای رسم

: ( ( ))− −f x سپس نمودار حاصل را نسبت به محور xها قرينه می كنيم

 

f را نسبت به مبدأ مختصات قرينه کنيم. x( ، کافی است( f x( ) − از روی نمودار −f x( )  برای رسم نمودار

y را رسم کرده و دامنه و برد آن را مشخص کنید. f x== −− ++( ) 2 ، نمودار تابع y f x== ( )  با توجه به نمودار تابع

 

كه  می كنيم  رسم  را   y f x= −( ) نمودار ابتدا   
yها  محور  به  نسبت  را   f x( ) اصلی نمودار  می بايست 
قرينه كنيم. سپس نمودار حاصل را 2 واحد در راستای 

عمودی بالا می بريم:
با توجه به شكل نهايی مشخص است كه دامنه برابر با بازۀ

] می باشد. , ]0 4 ] و برد برابر با بازۀ , ]−2 4

nj ¯IM ¾M »n keH» »j
Áj¼µø ÁITwHn¾ ®¾¾¾¾¾
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انبساط و انقباض عمودی

y را داشته باشيم: f x= ( ) اگر نمودار
، عرضِ تابع f را در k ضرب می كنيم )دامنه ثابته( و آن را در دو حالت بررسی می كنيم: y f x= ( ) y برای رسم اين تابع از روی kf x== ( )

١  k > Þ1 f در راستای محور yها با ضريب k كشيده  می شود (انبساط عمودی( x( ) نمودار  
٢  0 1< < Þk f در راستای محور yها با ضريب k فشرده می شود (انقباض عمودی( x( ) نمودار  

به مثال زير توجه كنيد:

  

sinx فشرده تره. 1 نسبت به
2
sinx sinx کشيده تره ولى 2sinx نسبت به ن꙯ه کنيد!

kf تغيير نمی كند ولی برد تابع، k برابر می شود. x( ) : همان طور كه می بينيد، دامنۀ تابع y kf x== ( ) دامنه و برد تابع 

( )k >0 R است. ak bkkf x( ) [ , ]= R، آن گاه a bf (x) [ , ]= پس اگر
2f- را رسم کنيم Ꙓ؟ x( ) ، مثلاً نمودار f x( ) آقا اجازه! اگر بخواهيم از روی نمودار

2- ضرب می كنيم. 2f را رسم می كنيم (نمودار f كشيده تر می شود( و سپس نسبت به محور xها قرينه می كنيم يا اين كه مستقيم yها رو در x( خب، اول(

، نمودار تابع های زیر را رسم کنید. y x== 2  به کمک نمودار
y )الف x== 1

2

2 y )ب  x== --2 2  

y به صورت مقابل است: x= 2 می دانيم نمودار
 

، در راستای محور yها فشرده تر شود )دهَن نمودار بازتر ميشه.) x2 y بايد نمودار x= 1

2

2 الف برای رسم

 

روی از  را   y x= 2 2 ابتدا  ، y x= -2 2 رسم برای  ب 
xها  محور  به  نسبت  را  آن  سپس  و  می كنيم  رسم   x2

IÀقرينه می كنيم. ببينيد: n¼d¶ ¾M SLvº
.´Ã¹¨ïÂ¶  ¾¹Äo¤
x¾ ®¾¾¾¾¾

y a f x= +
↓ ↓
1 2

( ) b y کافی است yهای همۀ نقاط را ابتدا در a ضرب کرده   f x= ( ) ، از روی y af x b= +( )  برای رسم نمودارهای
(يعنی با ضريب a انبساط يا انقباض عمودی ايجاد کنيم)، سپس کل نمودار به دست آمده را b واحد انتقال عمودی بدهيم. 

 )ترتيبش خيلى مهمه!)

f رسم شده است، از روی آن نمودارهای زیر را رسم کرده و دامنه و برد آن ها را مشخص کنید. x( )  در شکل مقابل نمودار

)الف y f x== --2 1( ) )ب  y f x== --2 ( ) )پ  y f x== --1
3

( )  
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 Rf = -[ , ]2 3 Df و = -[ , ]1 3  از روی نمودار مشخص است كه
الف كافی است نمودار را ابتدا با ضريب 2 انبساط عمودی دهيم و سپس 1 واحد با انتقال عمودی پايين بياوريم.

2  nj  IÀ   ·jo¨ Joòy¾ ®¾¾¾¾¾¾  ¸ÃÄIQ  ¾M  keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾¾  Þ
= -
= -

ì
í
î

D
R

[ , ]
[ , ]
1 3

5 5
 

، ابتدا نمودار را نسبت به محور xها قرينه كرده و سپس دو واحد در راستای yها نمودار را بالا می بريم. y f x= - +( ) 2 ب برای رسم

¾M  SLvº  ·jo¨ï¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾¾   ¯IM  ¾M  keH»  »j¾ ®¾¾¾¾   Þ

= -
= -

ì
í
î

D
R

[ , ]
[ , ]
1 3

1 4
 

1 در راستای عمودی منقبض كرده و نسبت به محور  xها قرينه كرده (اين دو مرحله را می توان 
3

، ابتدا با ضريب - +1

3
1f x( ) پ برای رسم

( و يک واحد بالا می بريم. - 1

3
يک جا انجام داد با ضرب yها در

 
¯IM  ¾M  keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾   Þ

= -

=

ì
í
ï

îï

D

R

[ , ]

[ , ]

1 3

0
5

3

 

انبساط و انقباض افقی 

y را داشته باشيم: f x= ( ) اگر نمودار
1 ضرب می كنيم )عرض ثابته( و آن را در دو حالت بررسی می كنيم:

k
، طولِ نمودار f را در y f= (x) y برای رسم اين تابع از روی kf x== ( )

١  k > Þ1 1 فشرده  می شود (انقباض افقی(
k

f در راستای محور xها با ضريب (x) نمودار  
٢  0 1< < Þk 1 كشيده  می شود (انبساط افقی(

k
f در راستای محور xها با ضريب (x) نمودار  

1 ضرب می كنيم (يا همان بر 2 تقسيم می كنيم( بدون اين كه yشان عوض 
2

f را در x( ) ، تمامی xهای تابع f x( ) f از روی x( )2 مثلاً برای رسم نمودار

f تبديل می شوند. x( )2 ′ در −B ( , )3

2
0 ′ و −A ( , )4

2
1 ، به نقاط f x( ) )B در , )−3 0 )A و , )4 1− شود. مثلاً نقطۀ

f را يک واحد به چپ  x( ) ، تابع f x( )+1 ) برعكس عمل می كنيم. مثلاً در ( ) ( ))f kx f x kIÄ + تذکر توجه كنيد كه وقتی تغييرات روی x است

1 در راستای محور xها فشرده می كنيم (انقباض افقی(.
2

f را با ضريب x( ) ، تابع f x( )2 می بريم (انتقال افقی( و در

برای فهم بهتر به مثال زير توجه كنيد: 

  

( از همه فشرده تر است. ) گفتم که تغيير روی x برعکسه( k = 2 ) y sin= 2x ( از همه كشيده تر و نمودار k = 1

2
) y sin= x

2 مشاهده می كنيد نمودار
f تغيير می كند. )فعلاً k رو مثبت مى گيریم.( (kx) f تغييری نمی كند ولی دامنۀ تابع (kx) : همان طور كه می بينيد برد تابع y f kx== ( ) دامنه و برد تابع 

D می شود. a
k
b
kf kx( ) [ , ]= ،D a bf x( ) [ , ]= پس اگر
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g را رسم کنید. سپس  x f x( ) ( )== −− 2 f در شکل مقابل رسم شده است. نمودار تابع  نمودار تابع 
)نهایی دی 97( دامنه و برد تابع g را تعیین کنید.  

 

f را با نصف كردن xهای نمودار رسم می كنيم. سپس  x( )2  ابتدا نمودار
، نمودار را نسبت به محور xها قرينه می كنيم: −f x( )2   برای رسم

و
    

Rg می باشد. = −[ , ]2 1 Dg و = −[ , ]1 2 با توجه به نمودار مشخص است كه:

f را رسم کنيم Ꙓ؟؟؟ بگذارید خودم جواب بدهم.  x( )-2 ، مثلاً f x( ) بچه ها یک سؤال! اگر بخواهيم از روی نمودار
2- تقسيم می كنيم. f را نسبت به محور yها قرينه می كنيم يا اين كه xها رو مستقيم به x( )2 f را رسم می كنيم و سپس x( )2 مثل حالت های قبل، ابتدا

1 انقباض يا انبساط 
a

، ابتدا b واحد انتقال افقی می دهيم و سپس با ضريب f x( ) f از روی ax b( )+  برای رسم
 افقی می دهيم. )ترتيبش خيلى مهمه!)

f x b(a )
↓ ↓

+
2 1

 

را  برد آن ها  و  دامنه  و  را رسم کرده  زیر  نمودارهای  از روی آن  f رسم شده است،  x( ) نمودار مقابل   در شکل 
مشخص کنید.

)الف y f x== ++( )2 1 )ب  y f x== --( )2 )پ  y f x== --( )1

3
 

 Rf = -[ , ]2 3 Df و = -[ , ]1 3  از روی نمودار مشخص است كه
، ابتدا نمودار را يک واحد به چپ برده و سپس xها را بر 2 تقسيم می كنيم. f x( )2 1+ الف برای رسم

.´ÄoMïÂ¶  Oa  ¾M  keH»  ¦Ä
x x® +¾ ®¾¾¾¾¾¾¾1     .´Ã¹¨ïÂ¶  ´Ãv£U  2  oM  Hn  IÀx

x x®¾ ®¾¾¾¾¾¾¾2   Þ
= -
= -

ì
í
î

D
R

[ , ]
[ , ]
1 1

2 3
 

، ابتدا نمودار را دو واحد سمت چپ برده و سپس نمودار را نسبت به محور yها قرينه می كنيم. f x( )- + 2 ب برای رسم

.´ÄoMïÂ¶  Oa  ¾M  keH»  »j
x x® +¾ ®¾¾¾¾¾¾¾2    IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº   ¾¹Äo¤y

x x®-¾ ®¾¾¾¾¾¾¾      Þ
= -
= -

ì
í
î

D
R

[ , ]
[ , ]
1 3

2 3
 

1 سمت چپ انتقال داده، سپس قرينه نسبت به محور yها و بعد xها را در 
3

، ابتدا نمودار را به اندازۀ f x f x( ) ( )- + = - +1

3 3

1

3
پ برای رسم

3- ضرب كنيم.( 3 ضرب می كنيم (می توان دو مرحله را يک جا اين گونه انجام داد كه طول نقاط را در عدد

Oa ¾M keH» ÏI£TºH1

3

1

3
x x® +

¾ ®¾¾¾¾   .´Ã¹¨ïÂ¶ nkMoò Hn IÀ-

®-
¾ ®¾¾¾¾¾

3

3

x

x x
  Þ

= -
= -

ì
í
î

D
R
[ , ]
[ , ]
8 4

2 3

 

 f x b(a )+ f خواسته شود، کافی است نامعادلۀ زير حل شود تا دامنۀ x b(a )+ ,m] باشد و دامنۀ ]n f برابر x( )   اگر دامنۀ

 m ax b n m b
a

x n b
a

x
a£ + £ ¾ ®¾¾¾ - £ £ -

>
 ·jo¨ I¿¹U

0 به دست آيد: 
f خواسته شود، کافی است مراحل زير طی شود: x( ) ,m] باشد و دامنۀ ]n f برابر x b(a )+  اگر دامنۀ

m x n ma b ax b na bax b
a£ £ ¾ ®¾¾¾¾ + £ + £ ++

>
  ¸TiIw

0  

f را بیابید. x( )3 1-- ] باشد، دامنهء تابع , ]--7 8 f برابر x( )  اگر دامنهء

 - £ - £ Þ - £ £ Þ - £ £ Þ = --7 3 1 8 6 3 9 2 3 2 3
3 1

x x x Df x( ) [ , ]  از نكتۀ (الف( گفته شده در بالا استفاده می كنيم. 
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g را رسم کرده و سپس برد تابع4 33 x f x( ) ( )== -- ++3
2

2 f به صورت روبرو است. نمودار تابع x( نمودار تابع(
)نهایی دی 1402( g را تعیین کنید.  x( )

 
y را رسم کرده، سپس دامنه و برد 4 34 f x== -- --( )2 1 f در زیر رسم شده است. نمودار تابع x( نمودار تابع(

)مشابه نهایی دی 99 و نهایی خرداد 1403( تابع حاصل را به دست آورید. 
 

)نهایی شهریور 99(4 35 y رسم کنید.  x== cos نمودار تابع زیر را به کمک نمودار تابع
 y x== −−cos2 1  

، هر یک از نمودارهای زیر مربوط به کدام یک از ضابطه های داده شده می باشد؟ 4 36 y f x== ( ) با توجه به نمودار تابع 

 )الف )ب )پ )ت

f x( )-- --1 2  (4  f x( )++ 1  (3  f x( )++ ++1 1 (2  f x( )++ 1  (1

به کمک نمودار تابع f، نمودار سایر تابع های خواسته شده را رسم کنید. 4 37
f-- )الف x( ) f )ب  x( )--  

-- )پ --2f x( ) 2 )ت  1

2
f x( )--  

با توجه به نمودار g، نمودار تابع های خواسته شده را رسم کنید.  4 38
)الف g x( )2 1--   
)ب g x( )-- ++ 1   
)پ 2 3g x( )--   

y به دست آمده است. ضابطهء این تابع را به 4 39 x== نمودار تابع مقابل، با استفاده از تبدیل نمودار تابع
دست آورید.

y به دست آمده است، ضابطهء آن را مشخص کنید.4 40 x== | | نمودار روبه رو از قرینه یابی و انتقال نمودار

 

y بیابید.4 41 f x== --1

2
2( ) y قرار دارد. مختصات نقطهء نظیر A را روی نمودار تابع f x== --3 ( ) )A روی نمودار تابع , )1 4-- نقطهء

1 در جهت عمودی 4 42
2

1 در جهت افقی منقبض کرده و 3 واحد به سمت چپ منتقل کنیم و تابع حاصل را با ضریب
2

y را با ضریب x== ++2
1 اگر تابع

منقبض کرده و 3 واحد به پایین منتقل کنیم، ضابطهء تابع حاصل را در هر مرحله بنویسید.

y را رسم کرده و دامنه و برد 4 43 bx a== -- ++ 2 y مطابق شکل روبه رو باشد، نمودار ax b== ++ اگر نمودار

آن را مشخص کنید.

 

y چه بازه ای است؟4 44 f x== -- -- --( )2 1 ] باشد، دامنهء تابع , )--2 7 y برابر f x== -- --2
1

3
5( ) اگر دامنهء تابع 
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y چه بازه ای است؟4 45 f x== -- -- --( )2 1 ] باشد، برد تابع , ]--2 3 y برابر f x== -- --2
1

3
5( ) اگر برد تابع

f را در نظر بگیرید. الف( نمودار آن را رسم کرده و دامنه و برد آن را بیابید.4 46 x x x

x x
( ) ==

-- -- ££ <<

-- ££ <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2
1 1 1

1 1 5

تابع

y را رسم کرده و دامنه و برد آن را مشخص کنید. f x== -- --( )2 1 ب( نمودار

y را 4 47 f x== ( ) y مطابق شکل روبه رو باشد، نمودار f x== ++ ++1

2
2 2( ) اگر نمودار

رسم کرده و برد آن را مشخص کنید.

y را بیان کنید.4 48 x== 2 y از روی نمودار x x== -- ++2 4 1
2 مراحل رسم نمودار

y رسم کرده و مراحلش را بنویسید.4 49 x== 1 y را با استفاده از نمودار x
x== --

--
3 4

1
نمودار

y چه نقطه ای است؟4 50 f x== ++ --2
1

3
1( ) y باشد، متناظر آن نقطه بر روی تابع f x== -- -- ++( )1 2 ) روی تابع3 , )2 1-- اگر نقطهء

1-- خواهد 4 51 y را k واحد به راست انتقال داده و آن را نسبت به محور xها قرینه کنیم، عرض از مبدأ نمودار حاصل برابر x x== ++ --2 2 2 اگر نمودار
 ( )k >> 0 بود، مقدار k را بیابید.

) چند نقطهء برخورد دارند؟4 52 , )0 2pp y در بازهء x== sin 2 y و x== sin2 نمودارهای

بخش ۲:تابع درجه سوم، توابع یکنوا 

در اين درس ابتدا مفهوم چندجمله ای را می گوييم و بعد از آن سراغ يكنوايی می رويم. بخش زيادی از يكنوايی مجدداً در فصل ۵ (�اربرد مشتق( تدريس 
می شود كه اين نشان از اهميت بالای اين مفهوم است.

n تابع چندجمله ای از درجۀ

a حقيقی اند a an n0 1 1
, ,...,a ,- f كه در آن n يک عدد صحيح نامنفی است و اعداد x a x a x a x an

n
n

n( ) ...= + + + +-
-

1

1

1 0
هر تابع به  صورت

) را يک تابع چندجمله ای از درجۀ  n می ناميم. )منظورم از درجه، همون بزرگترین توان x است.( )an ¹0
 در تابع های چندجمله ای راديكال، قدرمطلق، جزء صحيح، عامل مثلثاتی، لگاريتم و ... وجود ندارد. برای مثال:

f يک چندجمله ای از درجۀ 3 است. x x x( ) ( )= - + +1 2
3 f يک چندجمله ای از درجۀ  2 است.  x x x( ) = +2

6

f يک چندجمله ای از درجۀ 4 است. )توان ها جمع مى شن!!) x x x( ) ( )= − +1 2
3

2 است.) 0x f يک چندجمله ای از درجۀ صفر است. )2 همون x( ) = 2
f درجه تعريف نمی شود. x( ) =0 تذکر مطابق پاورقی كتاب درسی، برای

f و ... چندجمله ای نيستند. x x( ) = 2  ، f x cosx( ) = ، f x x( ) | |=  ، f x x( ) =

) يک چندجمله ای از درجۀ  يک  ) ( ) ax ba f x¹ = +0 f يک چندجمله ای از درجۀ صفر، تابع خطی x c( ) = در حالت كلی می دانيم كه تابع ثابت
) يک چندجمله ای از درجۀ  2 است. نمودارها را هم ببينيد: ) ( ) axa f x bx c¹ = + +0

2 و

   

تـابع درجه ۳ (به قول قدیحمى ها، تا 3 نشه بازی نشه.(

f را خدمتتون معرفی می كنيم. x x( ) = 3 پس الان معروف ترين تابع درجۀ  3، يعنی
با نقطه دادن به اين تابع می بينيد كه نمودار آن به  صورت مقابل است. )شبيه لرُ هستش.( 

 است. دقت كنيد كه دامنه و برد اين تابع
f يک به يک است )هر خط موازی محور xها باید نمودارش رو حداکثر توی یه نقطه قطع کنه که مى کنه). x x( ) = 3 خب! همان طور كه می بينيد تابع 
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f به صورت زير به دست می آيد: x x( ) = 3 چون يک به يک است وارون پذير هم است. وارون 

y x x yy x y x= ¾ ®¾¾¾¾ = ¾ ®¾¾3 3KveoMHn
´Än»AïÂ¶ Swj ¾M

Hn » ÁI]
´Ã¹¨ïÂ¶ Æ¼ø¾¾¾ =-f x x1 3( )  

و نمودارش هم با نقطه دادن به صورت مقابل است:
 

( را حفظ كنيد چون در آينده با اين دو تابع خيلی سر و كار خواهيم داشت. x3 y (مخصوصاً x= 3 y و x= 3 نمودار تابع

x چی؟ >> 1 ] رسم کنید و بگویید کدام تابع بالاتر است؟ برای , ]0 1 y را در بازهء x== 3 y و x== 2  نمودار تابع های
] در يک دستگاه مختصات رسم می كنيم:  , ]0 1  برای مقايسۀ دقيق، هر دو تابع را در بازۀ

x3 قرار می گيرد )این جوری هم ميشه بگيم که عدد بين صفر  x2 بالاتر از ) تابع , )0 1 همان طور كه می بينيد در بازۀ
x2 قرار می گيرد  x3 بالاتر از x است، تابع و یک، هر Ꙓ توانش بزرگ تر ميشه، خودش کوچک تر ميشه) اما وقتی1<

x دو تابع با هم برابر هستند. x و1= =0 )نمودار رو ببينيد). دقت كنيد كه در
x3 قرار مى گيره.) x2 بالاتر از تابع ) هم تابع , )-¥ 0 )راستى تو بازۀ

y رسم کنید. x== 3 y )ب، را به کمک نمودار تابع x x x== ++ ++3 2
6 12 y )الف و x== −− −−( )1 3  نمودار توابع

الف  y x= - -( )1 3  

 
nHj¼µº á¾¹Äo¤

IÀ  n¼d¶  ¾M  SLvºx¾ ®¾¾¾¾¾¾¾Â£ÎH ÏI£TºH
SwHn ¾M keH» ¦Ä¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

ب برای اين كه اين تابع را بتوانيم رسم كنيم، ابتدا با اضافه و كم كردن ۸ و با استفاده از اتحاد مكعب دوجمله ای آن را به فرم مطلوب تبديل می كنيم.

y x x x x= + + + - = + -3 2 3
6 12 8 8 2 8( )  

Áj¼µø  ÏI£TºH
¸ÃÄIQ ¾M keH» 8¾ ®¾¾¾¾¾Â£ÎH ÏI£TºH

Oa ¾M keH» »j¾ ®¾¾¾¾¾¾

تابع های یکنوا و اکیداً یکنوا

تابع اکیداً صعودی  

 x1اكيداً صعودی می ناميم، هرگاه برای هر 2 عضو از اين بازه مانند a b,[ ] y را در بازۀ f x= ( ) تابع

x x f x f x
2 1 2 1

> Þ >( ) ( ) x2 داشته باشيم:  و
به بيانی ديگر با حركت روی نمودار از چپ به راست، مقدار تابع مدام زياد می شود. )هيچ جايى کم و حتى 

ثابت نميشه.(
 

medabook.c
om

برای خرید این کتاب ازمدابوک روی ھمین جملھ کلیک کنید

pdf  ماجرای بیست حسابان دوازدھم ریاضی خیلی سبز + ضمیمھ رایگان.pdf 

https://medabook.com/product/%da%a9%d8%aa%d8%a7%d8%a8-%d9%85%d8%a7%d8%ac%d8%b1%d8%a7%d9%87%d8%a7%db%8c-%d9%85%d9%86-%d9%88-%d8%af%d8%b1%d8%b3%d8%a7%d9%85-%d8%ad%d8%b3%d8%a7%d8%a8%d8%a7%d9%86-%d8%af%d9%88%d8%a7%d8%b2%d8%af%d9%87/


19

ـع
ـاب

 ت
ل 

او
ل 

ص
ف

تابع اکیداً نزولی  

x x f x f x
2 1 2 1

> Þ <( ) ( ) مشابه بالا است با اين تفاوت كه در آن داريم: 

در واقع با حركت روی نمودار از چپ به راست، مقدار تابع مدام كم می شود. )هيچ جايى زیاد و حتى ثابت نميشه.(
 تابعی كه اكيداً صعودی و يا اكيداً نزولی باشد را اکيداً يکنوا می ناميم.

تابع صعودی  

 x2 a صعودی می ناميم، هرگاه برای هر 2 عضو از اين بازه مانندx1 و b,[ ] y را در بازۀ f x= ( ) تابع
xداشته باشيم: x f x f x

2 1 2 1
> Þ ³( ) ( )  

به بيانی ديگر با حركت روی نمودار از چپ به راست، مقدار تابع يا ثابت می ماند و يا زياد می شود. (اكيداً 
صعودی فقط بايد زياد شود.(

تابع نزولی  

x x f x f x
2 1 2 1

> Þ £( ) ( ) مشابه بالا است با اين تفاوت كه: 
يعنی با حركت روی نمودار از چپ به راست مقدار تابع، يا ثابت می ماند و يا كم می شود. (اكيداً نزولی 

فقط كم می شود.(

١ تابعی كه صعودی و يا نزولی باشد را تابع يکنوا می ناميم.
٢ تابع ثابت، تنها تابعی است كه هم صعودی است و هم نزولی. 

٣ تابعی كه در كلِ دامنه اش نه صعودی و نه نزولی باشد را غيريکنوا می ناميم.

 وضعیت یکنوایی توابع زیر را مشخص کنید.

  )ت  )پ  )ب  )الف

                      )ح             )چ                  )ج                     )ث

ب صعودی است و يكنوا می باشد. الف صعودی است و يكنوا می باشد.   
ت اكيداً نزولی است و اكيداً يكنوا می باشد. پ غيريكنوا است.  

ج اكيداً صعودی است و اكيداً يكنوا می باشد. ث نزولی است و يكنوا می باشد.  
ح هم صعودی است و هم نزولی است. چ غيريكنوا است.  

 در شکل مقابل، بزرگ ترین بازه ای که تابع در آن صعودی، نزولی، اکیداً صعودی، اکیداً نزولی و یکنوا 
است را مشخص کنید.

 
 ( , ]-¥ -1 است، نزولی  اكيداً  آن  در  تابع  كه  بازه ای  بزرگ ترين  است، پس  پايين آمدن  در حال   ( , ]-¥ -1 بازۀ در  تابع   مطابق شكل، 

می باشد. (در اين بازه اكيداً يكنواست( 
) می باشد. (در اين بازه يكنواست.( , )-¥ 2 ) پايين آمده، سپس ثابت می ماند، پس بزرگ ترين بازه ای كه تابع در آن نزولی است، , )-¥ 2 تابع در بازۀ

] ثابت است، پس در آن هم صعودی است و هم نزولی. (در اين بازه يكنواست.( , )-1 2 تابع در بازۀ
] می باشد. (در اين بازه يكنواست.( , )- +¥1 ] ثابت مانده، سپس بالا می رود، پس بزرگ ترين بازه ای كه تابع در آن صعودی است، , )- +¥1 تابع در بازۀ
] می باشد. (در اين بازه اكيداً يكنواست.( , )2 +¥ ] در حالا بالارفتن است، پس بزرگ ترين بازه ای كه تابع در آن اكيداً صعودی است، , )2 +¥ تابع در بازۀ

تابع در دامنه اش (�لاً( غيريكنواست.

medabook.c
om

برای خرید این کتاب ازمدابوک روی ھمین جملھ کلیک کنید

pdf  ماجرای بیست حسابان دوازدھم ریاضی خیلی سبز + ضمیمھ رایگان.pdf 

https://medabook.com/product/%da%a9%d8%aa%d8%a7%d8%a8-%d9%85%d8%a7%d8%ac%d8%b1%d8%a7%d9%87%d8%a7%db%8c-%d9%85%d9%86-%d9%88-%d8%af%d8%b1%d8%b3%d8%a7%d9%85-%d8%ad%d8%b3%d8%a7%d8%a8%d8%a7%d9%86-%d8%af%d9%88%d8%a7%d8%b2%d8%af%d9%87/


26

2 
ن

ابا
س

ح
ت  

س
 بی

ی
ـرا

ج
ـا

م

نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 90 دقیقهرشتهء ریاضی و فیزیکآزمون جمع‌بندی فصل 1رديف

درستی یا نادرستی عبارت‌های زیر را تعیین کنید.1
y فقط از دو ناحیه عبور می‌کند. x== -- ++( )1 1

3 الف( نمودار
1 در راستای افق منقبض کرده و سپس یک واحد به چپ منتقل می‌کنیم.

2
، ابتدا نمودار را با ضریب f x( f از روی( x( )2 1++ ب( برای رسم

y اکیداً صعودی خواهد بود. f x== -- ( y اکیداً نزولی باشد، تابع( f x== ( پ( اگر تابع(
، اکیداً صعودی است. y x== --3 ت( تابع

1

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.2

) باشد، حدود x ............... است. ) ( )1

3

1

27

2 1x++ ££ الف( اگر

x a x x ax a x a5 5 4 3 3 4
32 2 8 16++ == ++ -- ++ -- ++( )( )  ب(

1

f را در نظر بگیرید: 3 x x x
x x

( ) == -- -- << <<ìì
íí
ïï

îîïï

3
1 1

1 2£ £
تابع

f را رسم کنید سپس دامنه و برد آن را مشخص کنید. x( الف( نمودار تابع(
y را به کمک نمودارش پیدا کنید. f x== -- -- --2 1 1( ) ب( دامنه و برد تابع 

2

y به دست آورید. 4 f x== -- --1

3
2( ) f باشد، مختصات نقطهء A را روی تابع x( )A روی تابع( , )--2 1 1اگر نقطهء

f را رسم کنید5 x( y به صورت مقابل است. نمودار تابع( f x== -- -- ++( )2 نمودار تابع1
سپس دامنه و برد آن را بیابید.

2

y را به دست آورید. 6 f x== -- --2 2 1( ) y و f x== ++3 1( ) ] باشد، دامنه و برد دو تابع  , ]2 5 ] و برد آن , ]--1 4 f برابر x( 2اگر دامنهء تابع(

y را رسم کنید و در آخر دامنه و برد آن را پیدا کنید. 7 == --sin( x )2
3

pp ، نمودار تابع [ , ]0 2pp y با دامنهء == sinx 2به‌ کمک نمودار تابع 

f صعودی است یا نزولی؟ چرا؟ 8 == -- -- --{{ }}( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )3 2 1 0 1 0 2 1 0/75تابع

] رسم کنید و وضعیت یکنوایی آن را در بازه‌های مختلف بررسی کنید. 9 , ]--4 3 y را در بازهء x x== -- ++ ++| | | |1 2 2نمودار تابع

برای هر یک از موارد خواسته‌شده، تابع‌های f و g را به‌گونه‌ای مثال بزنید که در آن شرایط صدق کند.10
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x برابر 1 باشد، نمودار11 ++ 1 ) بخش‌پذیر بوده و باقی‌ماندهء تقسیم آن بر )x ++ 2 f بر x x x ax( ) ( ) (bx )== ++ ++ ++2
4 2 اگر چندجمله‌ای

f را رسم کرده و مشخص کنید در چه بازه‌ای یکنوا است. x( )
2

2 است؟ 12

1 35--
x چند برابر == 35 A به ازای x x x x== ++ ++ ++ ++1

2

2 3 4

2ساده‌شدهء
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2
8 3 نقطۀ با   f x( روی(  ( , )-8 6 نقطۀ چون  نادرست؛ 

y متناظر است. f x= 1

2
( ) روی تابع

تابع. ۱۰ برد  باشد،   [ , ]ka kb ، y kf x= ( ) تابع برد  اگر  چون  نادرست؛ 
] خواهد بود. , ]a b ، y f x= ( )

دامنه . ۱۱ و  می شود  برابر   k برد  فقط   ، y kf x= ( ) تابع در  چون  درست؛ 
تغييری ندارد.

y به دست می آيد.. ۱۲ f x= ( ) نادرست؛ چون از انبساط عمودی نمودار
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y نسبت به محور yهاست.. ۱۴ f x= ( ) y قرينۀ f x= -( ) نادرست؛ نمودار

۱۵ . y f x= ( ) y از انبساط افقی با ضريب ۳ تابع f x= ( )3 نادرست؛ نمودار
به دست می آيد.

محور xها. ۱۶
۳ واحد در راستای افقی به سمت چپ. ۱۷
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g برای به دست آوردن متناظر نقطه ای كه عرضش برابر x f x( ) ( )= +2 1 در تابع
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y را يک واحد پايين می بريم.. ۲۳ x= 2 اول و سوم؛ نمودار
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IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾   

، يک واحد به راست می بريم. . ۲۹ f x( f را با انتقال افقی( x( )-1 ابتدا نمودار

 g x f x( ) ( )= -2 1 در مرحلۀ بعد عرض های نقاط را دو برابر كرده و نمودار

را رسم می كنيم.

Þ

 Dg = -[ , ]1 2 Rg و = -[ , ]2 4  
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چپ . ۳۰ به  واحد  سه   ، f x( افقی( انتقال  با  را   f x( )+ 3 نمودار ابتدا 
و  كرده  قرينه  yها  محور  به  نسبت  را  نمودار حاصل  بعد  مرحلۀ  در  می بريم، 

g را رسم می كنيم: x f x( ) ( )= - + 3 نمودار

Þ

 Dg = -[ , ]2 3  
۳۱ . [ , ]0 4 بازۀ در  را   x نمودار الف 

رسم می كنيم.

 

ب مراحل را طی می كنيم:
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سمت . ۳۲ واحد   ۱ را   f x( ) نمودار ابتدا   ، y f x= - + +( )1 1 رسم برای 

چپ برده و سپس آن را نسبت به محور yها قرينه كرده و نمودار حاصل 
را ۱ واحد بالا می بريم.
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دو . ۳۳ را  طول ها  ابتدا   ، f x( روی( از   g x f x( ) ( )= - +3
2

2 رسم برای 
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بالا می بريم.
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برای رسم تابع

برده، سپس xها را بر۲ تقسيم كرده و آن را نسبت به محور x ها قرينه می كنيم.
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الف در اين قسمت نمودار تابع f، يک واحد به سمت چپ آمده ولی برد . ۳۶
f است. (تغيير روی x برعکسه.) x( )+1 تابع هيچ تغييری نكرده، پس اين تابع،

ب در اين قسمت نمودار تابع f، يک واحد بالا آمده است ولی دامنه تغييری 
f است. x( ) نكرده، پس اين تابع،1+

 خب! با كمی دقت متوجه می شويم كه نمودار يک واحد به راست و دو 
f است. x( )- -1 2 واحد پايين آمده پس اين تابع،

تابع، اين  يعنی  بالا؛  هم  واحد  يک  و  آمده  چپ  به  واحد  يک  نمودار  ت 
f است. x( )+ +1 1

نمودار f به صورت مقابل است:. ۳۷

 
را   f نمودار   ، -f x( ) رسم برای  الف 
می كنيم،  قرينه  xها  محور  به  نسبت 

ببينيد:
 

 f اين بار نمودار ، f x( )- ب برای رسم
را نسبت به محور yها قرينه می كنيم:

 

برد بايد   - -2f x( ) رسم برای   
f (نمودار قسمت (ب)) را دو برابر  x( )-

كنيم و سپس نمودار حاصل را نسبت به 
محور xها قرينه كنيم.
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2 بايد مراحل زير را انجام دهيم: 1

2
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نمودار تابع g به صورت مقابل است:. ۳۸

 

g به ترتيب، مراحل زير را انجام می دهيم: x( )2 1- الف برای رسم
 g x g x g x( ) ( ) ( )( ) ( )1 2

1 2 1¾ ®¾ - ¾ ®¾ -  
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g به ترتيب مراحل زير را انجام می دهيم: x( )- +1 ب برای رسم

 y g x y g x y g x= ¾ ®¾ = + ¾ ®¾ = - +( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
1 1  

: g x( )+1 برويم سروقتِ رسم
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: g x( )+1 g از روی x( )- +1 برای رسم
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y از روی g به صورت زير است: g= - +2 3( x )  مراحل رسم

 y g x y g x= ¾ ®¾ = + ¾ ®¾( ) ( )( ) ( )1 2
3  

y g x y g x= - + ¾ ®¾ = - +( ) ( )( )
3 2 3

3  
: g x( )+ 3 برای رسم
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: g x( )+ 3 g از روی x( )- + 3 رسم
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: 2 3g x( )- + و در نهايت برای رسم
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را . ۳۹ مقابل  نمودار  ضابطۀ  بايد 
f پيدا كنيم. x x( ) = برحسب

 
f نگاه كنيد: x x( ) = به نمودار
f x x( ) = چه طوری می توانيم از

به ضابطۀ نمودار خواسته شده برسيم؟

با كمی دقت می توان فهميد كه بايد مراحل زير را طی كنيم:
y ها  محور  به  نسبت  را  نمودار  ابتدا 

قرينه می كنيم يعنی:
y x= -   

 

محور  به  نسبت  را   -x بايد حالا 
x ها قرينه كنيم؛ يعنی:

 y x= - -   
 

- را ۲ واحد بالا می بريم؛ يعنی:  -x و در گام آخر 
 y x= - - + 2  

كه نمودارش به  صورت مقابل است:
ــۀ   ضابط  y x= - - + ــس2 پ

نمودار خواسته شده است.
به  ن꙯ثم  نيم  مجدداً  سخته،  برات  کحمى  اگر 

درس نامه بنداز چون اين سؤال خيلى مهمه.
y را رسم كرده و چون نمودار نسبت به محور xها . ۴۰ x= | | ابتدا نمودار

| را نسبت به محور xها قرينه می كنيم. |x قرينه شده، ابتدا

 SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶  ¾Mx¾ ®¾¾¾¾   

حال نمودار به دست آمده را ۳ واحد به چپ و سپس ۲ واحد به پايين انتقال می دهيم.

 keH»  »j
.´ÄoMïÂ¶ ¸ÃÄIQ¾ ®¾¾¾¾   

y بوده است. x= - + -| |3 پس ضابطه به صورت2
g قرار دارد، يعنی در آن . ۴۱ x f x( ) ( )= -3 )A بر روی تابع , )1 4- نقطۀ

. g( )1 4= - صدق می كند؛ پس
 g x f x g f f f xx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )= - ¾®¾ = - =- Þ = Þ Î=

3 1 3 1 4 1 7 17
1  

، كافی است نقطۀ y f x= -1

2
2( برای به دست آوردن نظير نقطۀ A روی تابع(

كنيم.  1
2

ضربدر را  yهايش  سپس  و  داده  انتقال  راست  به  واحد  دو  را   ( , )1 7

 f x f x f x( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

( , )
1 7 3 7

3
7

2

2
1

2
2Þ - Þ -  

) می باشد. , )3
7

2
پس نقطۀ مورد نظر

۴۲ . y x y xx x= + ¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = + =®
2

1

2

2

2 2
1 2 1 4

  KÄoò  IM  Â£ÎH  ÆIL£ºH
( x) ++1  

 Oa  ¾M  keH»  3
x x® +¾ ®¾¾¾¾ + +

3

2
4 3 1(x )  

 
1

2 21

2
4 3 1

  KÄoò  IM  Áj¼µø  ÆIL£ºH
¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ + +( (x ) )  

¸ÃÄIQ  keH»  3¾ ®¾¾¾¾ + + -1

2
4 3 1 3

2( (x ) )  

. اين نقاط را در . ۴۳ f ( )- =1 0 f و ( )0 2= از روی نمودار معلوم است كه
تابع صدق می دهيم.

 f x ax b a b b bf( ) ( )( )= + ¾ ®¾¾ + = = Þ ==0 2
0 2 4  

 f x ax af( ) ( )( )= + ¾ ®¾¾¾ - + =- =
4 1 4 0

1 0  
 Þ - + = Þ =a a4 0 4  

y را مطابق مراحل  x= ، تابع - + = - +bx a x2 4 8 حال برای رسم
زير انتقال می دهيم.

y x x x= - + = - + = - +

¯ ¯ ¯

4 8 4 2 2 2

3 2 1

( )
 

 ¾M  keH»  2
.´ÄoMïÂ¶  Oa¾ ®¾¾¾¾   

IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾   

IÀ   ·jo¨  oMHoM  2y¾ ®¾¾¾¾¾    Þ
= -¥
= +¥

ì
í
î

D
R

( , ]
[ , )

2

0
 

می كنيم، . ۴۴ محاسبه  را   f x( ) دامنۀ  ، y f x= - -2
1

3
5( ) دامنۀ روی  از 

آن  در   x -1
3

ساختن با  و  دارد  قرار   [ , )-2 7 بازۀ در   x كه  صورت  اين  به 

دامنۀ  ، f x( ) دامنۀ داشتن  با  سپس  می آيد،  دست  به   f x( ) دامنۀ نامعادله، 
 ( )2 - x y را به دست می آوريم، به اين صورت كه می گوييم f x= - - -( )2 1

بين دو عدد قرار دارد (�ه از مرحلۀ قبل محاسبه كرديم) و x را تنها می كنيم.

 - £ < ¾ ®¾¾¾¾ - £ - <
-

-2 7 3 1 6

1

3

1
x x

x  ¸TiIw
 

 ¸¾ ®¾ - £ - < Þ = -3
1

1

3
2 1 2

x Df x( ) [ , )  

 - £ - < ¾ ®¾ - £ - <-
1 2 2 3 0

2x x  

 ´ -
- - -¾ ®¾¾ < £ Þ =( )
( ) ( , ]0 3 0 3
2 1

x D f x  

] هست؛ يعنی:. ۴۵ , ]-2 3 y برابر f x= - -2
1

3
5( ) برد تابع

 - £ - - £ Þ £ - £ Þ £ - £2 2
1

3
5 3 3 2

1

3
8

3

2

1

3
4f x f x f x( ) ( ) ( )  

. 3
2

2 4£ - £f ( x) f يكی هست، پس ( x)2 - f و x( )-1
3

می دانيم برد تابع

 3
2

2 4 4 2
3

2
£ - £ Þ - £ - - £ -f x f x( ) ( )  

 Þ - £ - - - £ -5 2 1
5

2
f x( )  

] است. , ]- -5
5

2
y بازۀ f= - - -( x)2 پس برد تابع1
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الف هر ضابطه را جداگانه رسم كرده و محدوده اش را با توجه به دامنه . ۴۶
مشخص می كنيم، سپس دو نمودار را در يک دستگاه مختصات رسم می كنيم.

 keH» 1
.´ÄoMïÂ¶ ¸ÃÄIQ¾ ®¾¾¾¾   

[ , )-¾ ®¾¾¾¾1 1   â½j»kd¶   

 ¾M  keH» 1
.´ÄoMïÂ¶  SwHn¾ ®¾¾¾¾   

[ , ]1 5  â½j»kd¶¾ ®¾¾¾¾   

f x
x x

x x
( ) =

- - £ <

- £ £

ì
í
ï

îï
Þ

2
1 1 1

1 1 5

  

 Þ
= -
= -

D
R

[ , ]
[ , ]
1 5

1 2
 

f مراحل زير را طی می كنيم: x( y از روی( f x= - + -
¯ ¯ ¯ ¯
2 2 1

3 2 1 4

( ) ب برای رسم

  keH»  2
.´ÄoMïÂ¶  Oa¾ ®¾¾¾¾   

IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº   ¾¹Äo¤y¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

¸ÃÄIQ  keH»  1
.´ÄoMïÂ¶¾ ®¾¾¾¾

  
 
Þ

= -
= -

D
R

[ , ]
[ , ]
3 3

2 1  

روی. ۴۷ از   y f x= ( ) رسم برای 

را  مراحل  می بايست   y f x= + +1

2
2 2( )

 برعكس و از آخر شروع كنيم.

.´Än»AïÂ¶  ¸ÃÄIQ  keH»  2¾ ®¾¾¾¾¾¾  

.´Ã¹¨ïÂ¶  2  nkMoò  Hn  IÀy¾ ®¾¾¾¾¾¾¾  

.´ÄoMïÂ¶  SwHn  keH»  2¾ ®¾¾¾¾¾¾  

 
D
R
f

f

= -
=
[ , ]
[ , ]
2 4

0 2
 

y را به فرم مربع كامل درمی آوريم.. ۴۸ x x= - +2 4 1
2 ابتدا تابع

 y x x x x= - + = - +2 4 1 2 2 1
2 2( )  

 = - + - + = - - +2 2 1 1 1 2 1 1 1
2 2( ) ((x ) )x x

»  ¾ÎIòH 1
.´Äjo¨ ´¨ 



 

 y y= - - + Þ = - -2 1 2 1 2 1 1
2 2(x ) (x )  

y اين مراحل را طی می كنيم. x= 2 y از روی = - -
¯ ¯ ¯
2 1 1

2 1

2

3

(x ) حال برای رسم

 SwHn  keH»  1
.´Än»AïÂ¶¾ ®¾¾¾¾   

IÀ   ·jo¨  oMHoM 2y¾ ®¾¾¾¾   

¸ÃÄIQ  keH»  1
.´Än»AïÂ¶¾ ®¾¾¾¾   

، كمی آن را ساده تر می كنيم.. ۴۹ y x= 1 y از روی تابع x
x= -

-
3 4

1
برای رسم

 y x
x

x
x

x
x x= -

-
= - -

-
= - -

-
= -

-
3 4

1

3 3 1

1

3 1 1

1
3

1

1

( )  

y مراحل زير را طی می كنيم. x= 1 y از روی تابع x= -
-

3
1

1
برای رسم

 y
x

= - +
¯ -

¯
¯

2

1

1

3

1
3


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دارد، . ۵۰ قرار   g x f x( ) ( )= - - +1 2 3 تابع روی  بر   ( , )2 1- نقطۀ وقتی 
. g( )2 1= - يعنی

 g x f x( ) ( )= - - +1 2 3  

 x g f f=¾ ®¾¾ = - - + = - Þ - =2
2 1 2 2 3 1 3 4( ) ( ( )) ( )  

f قرار دارد. برای يافتن متناظر  x( ) بر روی تابع( , )-3 4 ، يعنی نقطۀ f ( )- =3 4

h به صورت زير عمل می كنيم. x(x) f( )= + -2
1

3
) بر روی تابع1 , )-3 4 نقطۀ

 x x x+ = - Þ + = - Þ = -1

3
3 1 9 10  

می كنيم. جای گذاری  را  عدد10-   ،x جای  به   h x(x) f( )= + -2
1

3
تابع1 در 

 x h f= - - = - -10 10 2 3 1: ( ) ( )  

 f h h( ) ( ) ( ) ( )- =¾ ®¾¾¾ - = - = Þ - =3 4
10 2 4 1 7 10 7  

y قرار دارد. f x= + -2
1

3
1( ) ) روی تابع , )-10 7 پس نقطۀ

به . ۵۱ واحد   k را   y x x= + -2 2 2 تابع وقتی   ،k مثبت بودن  به  توجه  با 
دهيم. قرار   x k- xها، همۀ  جای  به  است  كافی  می كنيم،  منتقل  راست 

 y = - + - -(x k) (x k)2 2 2  

 IÀ  n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤x y x k¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = - - + - -((x k) ( ) )2 2 2  

 = - - - - +(x k) ( )2 2 2x k  
) در تابع صدق می كند. , )0 1- 1- است، يعنی عرض از مبدأ تابع برابر

 - - - - + = -( k) ( k)0 2 0 2 1
2  

 Þ - + + = Þ
= -
=

ì
í
î

k k
k
k

2
2 3 0

1

3
 

k قابل قبول است. = 3 با توجه به اين كه مقدار k مثبت است، پس

دستگاه . ۵۲ يک  در  را   y x= sin 2 و  y x= sin2 نمودارهای است  كافی 
مختصات رسم كنيم.

 
دو تابع همديگر را در سه نقطه قطع كرده اند.

۵۳ . x3 ، ( , )0 1 مقدار تابع ها با هم برابرند؛ يعنی در بازۀ x =0 1, نادرست؛ در 
x2 قرار دارد. پايين تر از

نادرست؛ عكس اين مطلب درست است.. ۵۴
درست. ۵۵
درست؛ به نمودار تابع توجه كنيد.. ۵۶

 SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶  ¾M x¾ ®¾¾¾¾   

.´ÄoMïÂ¶  ¯IM  ¾M  keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ اكيداً نزولی ⇒    

۵۷ .( ) ( )- =x x x2 3 5 درست 
درست. ۵۸

درست؛ مراحل رسم را توجه كنيد.. ۵۹

 SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶  ¾M x¾ ®¾¾¾¾   

 SwHn  Sµw  keH»  3
.´ÄoMïÂ¶ ¾ ®¾¾¾¾¾¾   

درست؛ نمودار تابع را رسم می كنيم.. ۶۰

 y x x x x= - ¾ ®¾¾¾¾ - =2 2
4 4 0

IÀï¾zÄn  ¸TÎIÄ  

Þ
=
=

ì
í
î

x
x

0

4
:   [ , )

( , ]
2

2
+¥
-¥

 :Áj¼÷Å ÓHkÃ¨
 :Â²»qº ÓHkÃ¨

H
H

 

درست. ۶۱

۶۲ .[ , )8

3
+ ¥

 ( ) ( )
( )

1

2

1

2

3 2 6

1

2x
x

- £
ÍMIU ¾¨ï¸ÄH ¾M ¾]¼U IM

.j¼{ïÂ¶ Æ¼ø S¿] ,SSwH Â²»qº¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾ - £f x f( ) ( )3 2 6  

3 2 6 3 8
8

3

8

3
x x x- ³ Þ ³ Þ ³ Þ + ¥[ , )  

ثابت. ۶۴يكنوا. ۶۳
اين كه . ۶۵ برای  هست،  نزولی  هم  و  صعودی  هم  ثابت  تابع  فقط  صفر؛ 

تا باشد   a می بايست0= شود،  تبديل  ثابت  تابع  به   f x ax b( ) = + تابع
f تابع ثابت شود. x b( ) =

چهارم . ۶۶
y در راستای محور x= 3 f را با انتقال تابع x x( ) ( )= - +2 1

3 ابتدا نمودار
 xها ۲ واحد به راست و يک واحد به بالا، رسم می كنيم، سپس آن را نسبت به 

f به دست آيد. x-1( ) خط y=x قرينه می كنيم تا نمودار

است. ۶۷

؛ مراحل وارون كردن را ببينيد:. ۶۸ f x- =1 3(x)

 y x y x y xx= ¾ ®¾¾¾¾ = Þ =3 3 33 3
3

·jo¨ I¿¹U  

 ÁI] ·jo¨ Æ¼ø
»  y x y x¾ ®¾¾¾¾ = 3 f يا x x- =1 3( )  

۶۹ . [ , )a +¥

¬ طبق قوانين توان ها وقتی دو عدد توان دار به هم ضرب . ۷۰ درجۀ هفت 
می شوند كه پايه هايشان با هم برابر هستند، توان هايشان با هم جمع می شود، 

x پس بزرگ ترين توان x برابر است با: x x2 5 7´ - = -( )  
۷۱ .

؛ اكيداً نزولی. نمودار تابع را با قوانين انتقال رسم می كنيم.. ۷۲ ( , ]-¥ 2

   keH»  2
Oa  Sµw¾ ®¾¾¾   
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 f x( ) (x )= - +1 1
3 ب    همان طور كه می بينيد تابع

يک به يک است (هر خط موازی محور xها نمودار رو حداکثر توی 
 f -1 يه نقطه قطع مى کنه)؛ پس وارون پذير هم است. نمودار
f به  y قرينه اند، پس نمودار1- x= و f نسبت به خط

صورت مقابل است: 
f به صورت زير است: -1  ضابطۀ

 y y x y= - + Þ - = - Þ - = -(x ) (x )1 1 1 1 1 1
3 3 3  

 Þ = - + ¾ ®¾¾¾¾ = - +-x y f x xy x
1 1 1 13 1 3Hn   »    ÁI]

.´Ã¹¨ïÂ¶  Æ¼ø ( )  

| نمودار تابع را رسم می كنيم.. ۹۲ |x با تعيين علامت

 y x x
x x

x x
= =

³

- <

ì
í
ï

îï

2

3

3

0

0

| |  

پس  است،  نزولی  اكيداً  آن  از  زيرمجموعه  هر  و   ( , ]-¥ 0 بازۀ در  تابع  اين 
حداكثر مقدار a برابر صفر است.

، ابتدا آن را يک . ۹۳ f x( ) y از روی نمودار f x= - +( )1 برای رسم نمودار
واحد به چپ برده و سپس نسبت به محور xها قرينه می كنيم.

 

.´ÄoMïÂ¶  Oa  ¾M  keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾¾¾¾   

IÀ   n¼d¶  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤x¾ ®¾¾¾¾¾¾¾   

 [ , ]-3 2 ] و صعودی , )- +¥1 نزولی 
 [ , ]- -3 1 ) و اكيداً صعودی   , )2 +¥ اكيداً نزولی

 [ , ]-1 2 هم صعودی و هم نزولی:
در تعيين درجۀ توابع چندجمله ای، معمولاً جمله با بيشترين توان مهم . ۹۴

است. (چرا گفتم معمولاً؟ چون ممکنه با اعمال جبری اون جمله با بيشترين توان حذف بشه)
 f x ax g x bx( ) , ( )= =4 6  
 y f x g x

1

4 6 10= ´ = =( ) ( ) (ax )(bx ) abx  
) است. )4 6 10+ = ، برابر با ۱۰ y f x g x1 = ´( ) ( ) درجۀ

 y fog x f g x ab x
2

6 4 4 24= = = =( ) ( ( )) a(bx )  
) است. )4 6 24´ = ، برابر با ۲۴ y fog2 = (x) درجۀ

f به صورت زير انجام می شود:. ۹۵ x x x( ) | | | |= + - +1 3 رسم تابع
x x x x+ = Þ = - + = Þ = -1 0 1 3 0 3,  
(.´ÄjïÂ¶ y¿M »n ¾¹¶Hj ¾U » ow ,´wn ¾wH»)

­
- -

-

��� ��
x

y

3 1

2 2

 

x f x x x f x
x f x x x f x

< - Þ = - + + + Þ =
- £ < - Þ = - + - + Þ

3 1 3 2

3 1 1 3

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( )
= - -

³ - Þ = + - + Þ = -

ì

í
ï

î
ï

2 4

1 1 3 2

x
x f x x x f x

 

f به صورت مقابل است: x( ) پس نمودار

 
 [ , ]- -3 1 ) ثابت، در بازۀ , ]-¥ - 3 همان طور كه می بينيد، اين تابع در بازۀ
] ثابت است. اين تابع در كل دامنه اش  , )- +¥1 اكيداً نزولی و مجدداً در بازۀ

نزولی است. (چون همش مقدار تابع کم تر مى شه يا مساوی مى مونه.)
اگر f يک تابع اكيداً نزولی باشد:. ۹۶

 f ( ) f ( ) > Þ <   

 f x x x f x x( ) ( )3 2 3
9+ + < + +  

 »  SwH  Â²»qº  ÓHkÃ¨H  
.j¼{ïÂ¶  Æ¼ø  S¿]

f x x x x¾ ®¾¾¾¾¾¾ + + >3 2 33
9+ +x  

 Þ > Þ < - >x x x2
9 3 3IÄ  

f را كمی تغيير می دهيم تا بتوانيم آن را با انتقال . ۹۷ x x
x( ) = -

-
3 5

2
تابع

y رسم كنيم. x= 1 تابع

 
.´Ã¹¨ïÂ¶  ´¨  »  ¾ÎIòH ,1

f x x
x

x
x

x( ) ( )= - - +
-

= - +
-

= -3 5 1 1

2

3 6 1

2

3



66

2

1

2
3

1

2x x x-
+

-
= +

-
 

و  برده  راست  به  واحد  دو  را   y x= 1 نمودار  ، f x x( ) =
-

+1

2
3 رسم برای 

سپس سه واحد بالا می بريم.

 keH»  2
.´ÄoMïÂ¶  SwHn  ¾ ®¾¾¾¾   

.´ÄoMïÂ¶  ¯IM  keH»  3¾ ®¾¾¾¾¾   

 ( , )2 +¥ ) و اكيداً نزولی: , )-¥ 2 اكيداً نزولی:

كلاً غيريكنوا هست.

طبق تعريف توابع اكيداً صعودی و اكيداً نزولی داريم:. ۹۸

 


>
¾ ®¾¾¾¾¾¾ >


Áj¼÷Å  ÓHkÃ¨H  

.j¼{ïÂµº  Æ¼ø  S¿]

Â²»q

f f f( ) ( )

ºº  ÓHkÃ¨H 
.j¼{ïÂ¶  Æ¼ø  S¿]

g g g¾ ®¾¾¾¾¾¾ <

ì

í
ï

î
ï ( ) ( ) 

 

حال برويم سراغ حل سؤال:

 x x g x g xg
2 1 2 1

> ¾ ®¾¾¾¾¾¾ <Â²»qº  ÓHkÃ¨H  
.j¼{ïÂ¶  Æ¼ø  S¿] ( ) ( )  

 Áj¼÷Å  ÓHkÃ¨H  
.j¼{ïÂµº  Æ¼ø  S¿]

f f g x f g x¾ ®¾¾¾¾¾¾ <( ( )) ( ( )
2 1

))  

 Þ <fog x fog x( ) ( )
2 1

 

 x x fog x fog x
2 1 2 1

> Þ <( ) ( )  

جهت عوض شده، پس طبق تعريف تابع اكيداً نزولی، تابع fog اكيداً نزولی است.
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۹۹ .

الف اگر f و g دو تابع اکيداً صعودی (صعودی) باشد،  
f هم اکيداً صعودی (صعودی) خواهد بود. g+

f هم اکيداً  g+ ب اگر f و g دو تابع اکيداً نزولی (نزولی) باشد،
نزولی (نزولی) خواهد بود.

2x اكيداً صعودی هستند، پس جمعشان  x3 و هم ، هم f x x x( ) = +3
2 در تابع

f اكيداً صعودی است. x x x( ) = +3
2 هم اكيداً صعودی خواهد بود؛ يعنی

، نمودار را رسم می كنيم:. ۱۰۰ | x |- 2 با تعيين علامت

 f x x x
x x x
x x x

( ) | |
( )
( )

= - =
- ³

- - <
ì
í
î

2
2 2

2 2
 

و

] اكيداً نزولی است. , ]1 2 از روی نمودار مشخص است كه تابع در بازۀ
می توان . ۱۰۱  f x( ) [x]= نمودار به  توجه  با 

گفت اين تابع در دامنه اش صعودی و يكنوا است.

 
f هم صعودی باشد و هم نزولی، . ۱۰۲ x a x( ) ( )= - +3 6 7 برای اين كه تابع

 g x x x( ) = - +2
6 2 . تابع 3 6 0 2a a- = Þ = بايد تابع ثابت باشد؛ پس

يک سهمی رو به بالا است كه در آن بزرگ ترين بازه ای كه اكيداً نزولی است
) می باشد.  , ]-¥ xS

: ( , ]-¥ xS اكيداً نزولی:  

 g x x x x b
aS( ) ( )

( )= - + Þ = - = - - =2
6 2

2

6

2 1
3  

) اكيداً نزولی است. , ]-¥ 3 g در بازۀ x( پس(

۱۰۳ . . f ( )- =1 ) برابر ۲ است، پس2 )x +1 f بر x( ) ؛ چون باقی ماندۀ  -2
1- می گذاريم: ،f در x حالا به جای

 ( ) ( )- + - - = Þ + - - = Þ = -1 1 1 2 1 1 2 2
2 k k k  

f را بيابيد:. ۱۰۴ ( )1 ، يعنی ( )x -1 f بر x( ) ۷؛ باقی ماندۀ

 x f- = Þ = + + =1 0 1 1 2 1 4 7
3( ) ( )  

r. ۱۰۶فرد. ۱۰۵ x( ) =0

۱۰۷ .a x2۱۰۸ .f b
a( )-

باشد، . ۱۰۹ بخش پذير   x بر1+  f x x( ) = +16
اين كه1 برای  نادرست؛ 

. f ( )- =1 می بايست0
x x f x x+ = Þ = - = +1 0 1 1

16, ( )  
x f=-¾ ®¾¾ - = - + = ¹1 16

1 1 1 2 0( ) ( )  
درست. ۱۱۰
x درست. ۱۱۱ f+ = Þ - = - + - - - -2 0 2 2 2 5 2 3 2 10

3 2( ) ( ) ( ) ( )  

= - + + - =16 20 6 10 0  

۱۱۲ . f f( ) , ( )- = =1 0
3

2
0 درست 

درست؛ باقی ماندۀ چندجمله ای از درجۀ صفر است، يعنی:. ۱۱۳
r x( ) = عدد  

2 1 0
1

2
2

3x x f x x- = Þ = = +, ( )  

 
x

f r f
=

¾ ®¾¾ = + = Þ = = =
1

2 31

2

1

2
2

17

2

1

2

17

2
( ) ( ) ( ) عدد  

xنادرست. ۱۱۴ x x x6 5 4 3 2
64 2 2 4 8 16 32- = + - + - + -(x )(x x )  

۱۱۵ . x x x x x x x6 5 4 3 2
1 1 1- = + - + - + -( )( )  

۱۱۶ . f x x ax bx( ) = + + +3 2
1  

f a b a b( )2 0 8 4 2 1 4 2 9 0= Þ + + + = + + =  
  Þ + = -4 2 9 1a b ( )  
f a b a b a b( )- = Þ - + - + = - = Þ =1 0 1 1 0  

  ( ) ,1
4 2 9

3

2

3

2
¾ ®¾ + = - Þ = - = -a a a b  

يكسان می باشد، يعنی:. ۱۱۷ ( )x + 2 q بر x( p و( x( ) باقی ماندۀ

p q( ) ( )- = -2 2  
P a a
q
( )
( )
- = - - + = - -
- = + + =

ì
í
î

2 8 2 1 2 7

2 8 2 1 11
 

  Þ - - = Þ - = Þ = -2 7 11 2 18 9a a a  

۱۱۸ .x x x x x x5 4 3 2
32 2 2 4 8 16+ = + - + - +( )( )  

p جای گذاری می كنيم.. ۱۱۹ x( ) 2 را در 1x + برای يافتن باقی مانده ريشۀ

 2 1 0
1

2
x x+ = Þ = -  

 r p r= - = - - - + = - - + = Þ =( ) ( ) ( )1

2
8

1

2
4

1

2
2 1 1 2 0 0

3 2  

p جای گذاری می كنيم.. ۱۲۰ x( ) x را در برای محاسبۀ باقی مانده ريشۀ1+
 x x r p p+ = Þ = - Þ = - = - =1 0 1 1 2 1 2( ) ( )  

 Þ - = - + - - = Þ + = Þ =p k k k( ) ( ) ( )1 1 1 3 2 1 5 4
4 2  

x5 را به عامل هايش تجزيه كنيم.. ۱۲۱
1+ كافی است عبارت

 x
x

x x x x
x x x x

5 4 3 2
4 3 21

1

1 1

1
1

+
+

= + - + - +
+

= - + - +( )(x ) x  

۱۲۲ .x x x x x x5 4 3 2
1 1 1- = - + + + +( )( )  

يعنی . ۱۲۳ است،  بخش پذير   x a- بر  f x x ax( ) = + -2
چندجمله ای8

باقی مانده برابر صفر است.
 x a x a r f- = Þ = = =0 0, (a)  

 f a a a a(a) a (a)= + - = Þ - = Þ = Þ = ±2 2 2
8 0 2 8 0 4 2  

۱۲۴ . . P( )2 3= يعنی باشد،   ۳ برابر   x - 2 بر  P(x) تقسيم باقی ماندۀ 
. r f= -( )2 ، يعنی x + 2 f بر x( ) باقی ماندۀ تقسيم

 P P m m( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2 2 2 1 3
2= Þ = + + + =  

 Þ + = Þ = - Þ = -12 4 2 4 10
5

2
m m m  

 r f= - = - - - - - + = - - + = -( ) ( ) ( )( )2
5

2
2

5

2
2 3 10 5 3 12

2  

۱۲۵ . . p( )2 0= x بخش پذير است؛ پس - 2 بر p x( )  چند جمله ای
x x r p m

m m
- = Þ = Þ = = Þ + + =

Þ + = Þ = -
2 0 2 2 0 2 2 2 0

2 10 0 5

3( ) ( ) ( )  

برای محاسبۀ   . p x x x( ) = - +3
5 2 با برابر است  پس ضابطۀ چند جمله ای 

)p را به دست آوريم. )-1 x كافی است مقدار p بر1+ x( ) باقی ماندۀ

x x r p r+ = Þ = - Þ = - = - - - + = Þ =1 0 1 1 1 5 1 2 6 6
3( ) ( ) ( )  
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بخش ۱:تناوب

cosx آشنا شديم. sin و x سال گذشته با نمودارهای

 

 

] و ... تكرار می شوند. اين تابع ها را متناوب می ناميم. يعنی اگر نمودار  , ]2 4p p ،[ , ]0 2p همان طور كه از روی نمودارها می بينيد اين دو تابع در بازه های
2pp داشته باشيم، می توانيم تابع را در كل دامنه رسم كنيم. هر كدام از اين توابع را در يک بازه به طول

دورۀ تناوب

 f x T f x( ) ( )± = ٢ ) و  )x T Df± ∈ x داشته باشيم Df∈ ١ برای اگر برای تابع f، عدد حقيقی مثبت T وجود داشته باشد به طوری كه 
.f می گوييم دورۀ تناوب تابع T متناوب است و به کوچک ترين مقدار مثبت f باشد، می گوييم تابع

cosx در آن تكرار می شوند را دورۀ تناوب اين دو تابع می ناميم  sin و x 2p كه كوچک ترين بازه ای است كه مثلاً عدد
 T = 2p و می نويسيم:  

 

] به صورت مقابل  باشد: , ]1 3 اگر نمودار تابعی با دورۀ تناوب ۲ در بازۀ

 رسم كنيم:  به راحتی می توانيم كل تابع را در دامنه

�چه�قدر�است؟ f f( ) ( )101 96++ �نمودار�تابع��fبه�صورت�مقابل�است.�حاصل

 
T است. هر مضرب صحيحی از دورۀ تناوب را می توان كم كرد و مقدار تابع را  = 3  با توجه به نمودار، تابع f يک تابع متناوب با دورۀ تناوب

f در نقطۀ جديد به دست آورد، چون تابع تناوب است و مقدار تابع در آن دو نقطه با هم برابر است.  f f( ) ( ( ) ) ( )101 33 3 2 2 2= + = =  
. f f( ) ( )101 2= f قرار می گيريم؛ پس ( )2 ، ۳۳تا دورۀ تناوب كم می كنيم و روی f ( )101 برای پيداكردن

 f f f( ) ( ( ) ) ( )96 32 3 0 0 0= + = =  
. f f( ) ( )96 0= f قرار می گيريم؛ پس ( )0 ، ۳۲تا دورۀ تناوب كم می كنيم و روی f ( )96 برای پيداكردن

f f f f( ) ( ) ( ) ( )101 96 2 0 2 0 2+ = + = + =  

T خواهد بود. در واقع فقط انبساط 
b| |

y برابر af bx c d= + +( ) y برابر T باشد، دورۀ تناوب تابع f x= ( )  اگر دورۀ تناوب تابع
و انقباض افقی دورۀ تناوب را تغيير می دهد.

�را�بیابید. y f x== 2 6( ) �برابر��12باشد،�دورهء�تناوب y f x== −− −−( )1 �اگر�دورهء�تناوب3

، y f x= ( ) y با هم برابر است، چون انبساط و انقباض افقی ای رخ نداده است؛ پس دورۀ تناوب f x= −( )1 y و f x= ( )  دورۀ تناوب
T است.  =12

  y f x y f xx=  → =( ) ( ).´Ã¹¨ïÂ¶  ´Ãv£U   ¾M Hn IÀ .´Ã¹¨ïÂ¶6
6

   oMHoM  »j  Hn IÀy y f x

T T T

 → =

= = = =

2 6

12
12

6
2 2

( )  

T است. = 2 ، y f x= 2 6( پس دورۀ تناوب(
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( b . (یادتون باشه¹0 2p
| |b

y برابر است با a bx= cos y و = a sinbx دورۀ تناوب توابع y = a sin bx و y = a cos bx در حالت كلی تر دورۀ تناوب

1 برابر می شود؛ يعنی
b

1 برابر كنيم، پس دورۀ تناوب هم
b

f را رسم كنيم، بايد دامنۀ f را bx( ) f بخواهيم x( ) دليلش هم اين است كه وقتی از روی

. )قدرمطلق هم واسه اینه که دورۀ تناوب باید مثبت باشه.) 2p
| |b

 T = =2
2
p p
| |

f برابر است با: x x( ) cos= 2 برای مثال دورۀ تناوب تابع

�دورهء�تناوب�هر�یک�از�تابع�های�زیر�را�پیدا�کنید.
�(الف f x x( ) sin== 3 �(ب� g( ) cos( )x x== 5 �h(پ� x x( ) sin( )== 2pp  

�k(ت x x( ) cos( )== 2 �(ث� t x x( ) sin( )== -- 2

3
�(ج� s x x( ) cos( )== -- 2 pp  

2p است. پس می توان نوشت:
| |a

، y ax= cos y و ax= sin  دورۀ تناوب تابع های

الف   T = =2

3

2

3

p p
| |

ب   T = =2

1

5

10
p p
| |

پ    T = =2

2
1

p
p| |

 

ت   T = =2
2

2p p
| |

ث    T =
-

=2

2

3

3
p p

| |
ج    T =

-
=2

2
2p

p| |
 

�را�رسم�کنید�و�از�روی�شکل،�دورهء�تناوب�آن�را�پیدا�کنید. f (x) cos x== 3 2 �تابع

 cosx cos2x را رسم می كنيم )نمودار 3 ابتدا 2cos x  از فصل تابع يادمان است برای رسم

تابع نمودار  پس  می  كنيم.  برابر   ۳ را  تابع  برد  سپس  شه).  برابر   1
2

xها محور  راستای  در 

f به صورت مقابل است: x x( ) cos= 3 2

تابع های تناوب  دورۀ  است؛ پس   p ،f تناوب  دورۀ  می بينيد،  نمودار  روی  از  كه  همان طور 
cos2x با هم برابرند )ضریب 3 توی دورۀ تناوب تأثير نداره). 3 و 2cos x

y برابر با a bx c= + +cos( ) d y و a bx c d= + +sin( ) دورۀ تناوب توابع y = a sin (bx + c) + d و y = a cos (bx + c) + d دورۀ تناوب تابع های

 ( )c ) و انتقال افقی , )d a 2p است؛ يعنی هيچ كدام از اعداد a و c و d در دورۀ تناوب تابع تأثيری ندارند. به صورت كلی تبديل هايی كه باعث تغيير برد تابع
| b |

می شوند، تأثيری روی دورۀ تناوب ندارند. برای فهم بهتر تأثيرنداشتن انتقال افقی، تصور كنيد دورۀ تناوب يک تابع را روی يک خط كش مثلاً به طول2p (در توابع
) سمت راست يا چپ انتقال بدهيم. آيا طول خط كش عوض می شود؟ طبيعتاً خير. پس انتقال افقی روی دورۀ تناوب تأثيری ندارد. cosx sin و x

�دورهء�تناوب�هر�یک�از�تابع�های�زیر�را�به�دست�آورید.

�(الف f x x( ) sin( )== -- ++2 2
6

3
pp �(ب� g x x( ) cos( )== -- -- ++pp

3
3 2  

�h(پ x x( ) sin( ( ))== -- ++3 3 3 3pp �(ت� t x x( ) cos( )== -- -- ++2
2

2
1

2

pp  

2p است، پس:
| |b

y برابر a bx c d= + +cos( ) y و a bx c d= + +sin( )  طبق نكتۀ قبل، دورۀ تناوب تابع های

الف T = =2
2
p p
| |

ب   T =
-

=2

3

2

3

p p
| |

پ   T = =2

3

2

3

p p
| |

ت  T = =2

2

4
p
p| |

 

b ،T ضریبه x است.
b

= 2pp
| |

بچه ها یادتون باشه در رابطۀ

ماکزیمم و مینیمم توابع مثلثاتی

] است و اين يعنی ماكزيمم مقدار اين تابع ها ۱ و مينيمم مقدارشان1- است. , ]-1 1 y بازۀ x= cos y و x= sin همان طور كه می دانيد برد تابع های
c b و - هستند. )اصلاً +| |a d | و مينيمم |a d+ y دارای ماكزيمم a bx c d= + +cos( ) y و a bx c d= + +sin( ) در حالت كلی تر تابع های

min تابع هم هيچ نقشى نداره.)  max و y تأثيری نداره پس روی روی محدودۀ
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a ضریب تابع مثلثاتيه)  عدد ثابت و d هم چنين برای به دست آوردن a و d می توانيم از max و min تابع استفاده كنيم: )منظور از

 حل دستگاه دو معادله ـ دو مجهول 
max | |
min | |

= +
= − +





a d
a d

 

�ماکزیمم�و�مینیمم�هر�یک�از�تابع�های�زیر�را�پیدا�کنید.

�(الف y x== --3 2 2sin( ) �(ب� y x== --1 1

4
3cos( ) �(پ� y x== -- ++ppsin( )

2
1 �(ت� y x== -- ++ ++1

2
1cos( ) pp  

- ا ست.  +| a | d | و مينيممشان |a d+ y برابر است با a bx c d= + +cos( ) y و a bx c d= + +sin( )  ماكزيمم هر تابع به صورت
پس می توان نوشت:

الف  max | | , min | |= - = = - - = -3 2 1 3 2 5 ب   max | | , min | |= - + = = - - + =1

4
1

5

4

1

4
1

3

4
 

پ  max | | , min | |= - = = - - = -p p p p ت   max | | , min | |= - + = + = - - + = -1

2

1

2

1

2

1

2
p p p p  

خب! تا حالا با دورۀ تناوب، ماكزيمم و مينيمم تابع های مثلثاتی آشنا شديم، يعنی اگر ضابطۀ يک تابع مثلثاتی را بدهند به راحتی می توانيم دورۀ 
تناوب، ماكزيمم و مينيمم آن را به دست آوريم و البته برعكس. )یعنى Ꙓ؟). يعنی با داشتنِ دورۀ تناوب، ماكزيمم و مينيمم يک تابع مثلثاتی می توانيم 

ضابطه اش را به دست آوريم.

�دورهء�تناوب�و�مقادیر�ماکزیمم�و�مینیمم�هر�یک�از�تابع�های�زیر�را�پیدا�کنید.

�(الف y x== --2 2 3sin( ) �(ب� y x== --pp pp4 cos( ) �(پ� y x== -- -- ++cos( )pp
2

1 �(ت� y x== −− −− −−8
2

3
5 1sin( )  

الف  y x T= - = = = - = - = - - = -2 2 3
2

2
2 3 1 2 3 5sin( ) :

| |
, max | | , min | |p p   

ب  y x T= - =
-

= = = = - = -p p p
p

p p p p
4

2
2

4 4 4 4
cos( ) :

| |
, max | | , min | |  

پ  y x T= - - + =
-

= = - + = = - - + =cos( ) :
| |

, max | | , min | |p p
p2

1
2

2

4 1 1 2 1 1 0  

ت  y x T= - - - = = = - - = = - - - = -8
2

3
5 1

2

2

3

3 8 1 7 8 1 9sin( ) :
| |

, max | | , min | |p p  

�dرا�به�دست�آورید�و�ضابطهء�تابع�را�بازنویسی�کنید. b a» , �برای�هر�یک�از�ضابطه�ها،�به�کمک�اطلاعات�داده�شده
(الف y a bx d a T== ++ >> == == == --sin ( ) : , max , min0 3 3pp  

(ب y a co bx d T== ++ == == -- == --s : , max , min4 1 7pp  

2 2p p| | | |b b= Þ = T، پس می توان نوشت: 
b

= 2p
| |

الف می دانيم دورۀ تناوب اين تابع برابر است با  
از طرفی در مورد a وd داريم:

| | max
| | min

| |
| |

, | |
a d
a d

a d
a d

d a a+ =
− + =




⇒
+ =

− + = −




⇒ = =  →>
3

3
0 3

0 =a 3  

y x y sin x= = -3 2 3 2sin( ) ( )IÄ پس ضابطۀ تابع داده شده به يكی از صورت های مقابل است: )جفتشون درسته) 
2

4
1

2

p p| | | |b b= Þ = ب دورۀ تناوب تابع داده شده برابر است با: 

| | max
| | min

| |
| |

, | |
a d
a d

a d
a d

d a
+ =

− + =




⇒
+ = −

− + = −




⇒ = − =
1

7
4 3 از طرفی در مورد a و d داريم: 

y x y x= - = - -3
1

2
4 3

1

2
4cos( ) , cos( ) پس ضابطۀ تابع داده شده به صورت مقابل است: 

)cos نداره.) )1

2
x )cos فرقى با )-1

2
x )یادتون باشهcos منفى خواره، پس
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حسابان 2رشتهء ریاضی و فیزیکنمونه امتحان نیم‌سال دوم

3ردیف نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 120 دقیقهامتحان شمارهء 

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.1
y بازهء ............... است. f x== -- ++ --2 1 3( ) ] باشد, برد تابع , ]1 5 f بازهء x x( ) == -- 1 الف( اگر دامنهء

f برابر ............... است. x x( ) cos== --2 1
2 ب( دورهء تناوب تابع

، ............... است. y x x==
--

1
| | پ( معادلهء مجانب قائم تابع

¢¢ است.� ¢¢¢¢ <<f x f x( ). ( ) 0 ت( در نمودار مقابل در نقطهء ............... ,

1

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.2

pp است. ] برابر , ]0 pp sin در بازهء x == 1

3
ب( مجموع جواب‌های معادلهء الف( هر تابع اکیداً یکنوا, حتماً وارون‌پذیر است.	

, در دامنه‌اش نقطهء عطف ندارد. y x== tan ت( تابع ] مشق‌پذیر است.	 , )0 ++ ¥¥ y در بازهء x== پ( تابع

1

y مطابق شکل روبه‌رو است.�3 f x== ( ) نمودار تابع
g را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید. x f x( ) ( )== -- -- ++ ++2 2 1 الف( نمودار تابع1

g در آن صعودی, اکیداً صعودی, نزولی و اکیداً نزولی است را مشخص کنید. x( ب( بزرگ‌ترین بازه‌ای که(

1/5
1

4 ABC را نشان می‌دهد. مساحت مثلث f x x x( ) (sin cos )== ++ 2 شکل روبه‌رو قسمتی از نمودار
چه‌قدر است؟

1/25

)tan را به دست آورید.5 )pp aa
4

2-- tanaa باشد, مقدار == 2 1/25اگر

حاصل حدهای زیر را به دست آورید.6
lim )الف

x

x
x x®® ++

--
-- ++2

2

2

4

3 2
lim )ب�

x

x x
x x®®++¥¥

++ -- --
++ -- --
2 1

7 3
	

1/5

f را بیابید.7 x x
x( ) | |==

-- --1 3
1/25مجانب‌های تابع

x بررسی کنید.8 == 3 f را در x x x( ) ( )[ ]== -- 3 1/25مشتق‌پذیری تابع

مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده‌کردن الزامی نیست.(9

y )الف x x
x x x

==
--

++ ++
( )

( )( )
1

2 3

3

y )ب� x
x x

==
--

tan( )

cos cos

1

2 2
	

2/5

¢¢ را بیابید.10 --g ( )2 ¢¢ باشد, مقدار == --f ( )3 5

3
g باشد و x f x x( ) ( )== ++ ++2

1 0/75اگر

در کدام‌یک از توابع زیر, آهنگ تغییر متوسط و آهنگ تغییر لحظه‌ای, هر دو مثبت و نزولی هستند؟ )با دلیل(11

 )4 	  )3 	  )2 	  )1

1/25

) از آن عبور می‌کند. با به دست آوردن a و b، ماکزیمم و مینیمم نسبی 12 , )2 15-- f در نقطهء x x ax b( ) == -- ++3 2 خط مماس بر تابع
تابع را بیابید.

2

y را رسم کنید.13 x
x== -- ++

--
| |2 1

1
y را رسم کرده و از روی آن نمودار x

x== -- ++
--

2 1

1
2/5جدول رفتار و نمودار

20جمع نمرات
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پاسخ نامۀ تشریحی
1.  )0/25( p ب  	 )0/25( [ , ]- -7 3 الف 

 )0/25( A ت 	 )0/25( x =0  
ب درست )0/25( .22 الف درست )0/25( 	

ت نادرست )0/25(   نادرست )0/25( 	
الف.33

 y f x= - - + +2 2 1 1( ) )0/5(

و

 y f x= - +( )2 1 )0/5(

D :دامنه = -[ , ]1 1  :برد و )0/25( = -[ , ]1 5 )0/25( �

نزولی:  ،)0/25(  [ , ]- -1
1

2
صعودی: اکیداً   ،)0/25(  [ , ]-1 0 صعودی: ب 

 )0/25( [ , ]0 1 ] )0/25(، اکیداً نزولی: , ]- 1

2
1

4.  f x x( ) sin= +1 2 )0/25( �
) قاعدهء مثلث )AB T= =2 2p )0/25( �

max) ارتفاع مثلث min)- = - =2 0 2 )0/25( �

= مساحت ´ ´ =1

2
2 2 2p p )0/25( �

5. tan tan
tan

2
2

1

2 2

1 2

4

32 2
a a

a
=

-
= ´

-
= -  )0/5( �

 tan( )
tan tan

tan .tan

p a

p a

p a4
2

4
2

1
4

2

1
4

3

1
4

3

7- =
-

+
=

+

-
= - )0/75( �

الف .6  lim
x

x
x x

x

x® +

-
- +

´ -

-2

2

2

2

2

4

3 2

4

4

�

 =
- +

- - -
= = +¥

® ++
lim ( )( )

( )( )x

x x

x x x2 2

2 2

1 2 4

4

0

)0/75( �

ب  lim
x

x x
x x

x x
x x®+¥

+ - -
+ - -

´ + + -
+ + -

2 1

7 3

2 1

2 1

�

 ´ + + -
+ + -

=
+ + -
+ + -®+¥

x x
x x

x x
x xx

7 3

7 3

3 7 3

10 2 1

lim ( )
( )

�

= ´
´

=3 2

10 2

3

10

x
x

)0/75( �

| :مجانب قائم .7 | ,x x x- - = Þ = = -1 3 0 4 2

(0/25)
)0/5( �

x قابل قبول است. = 4 ] فقط , )0 + ¥ با توجه به دامنهء

:مجانب افقی y x
x

x
x

x
xx x

=
- -

= ´
®+¥ ®+¥
lim

| |
lim

1 3

(0/25)

= =
®+¥
lim
x x

1
0 )0/25(

x مشتق‌پذیر نیست. )0/25( .8 = 3  تابع در

 ¢ =
-
-

=
- -

-
=+

® ®+ +
f f x f

x
x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim ( )[ ]
3

3

3

3 0

3
3

3 3

)0/5( �

 ¢ =
-
-

=
- -

-
=-

® ®- -
f f x f

x
x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim ( )[ ]
3

3

3

3 0

3
2

3 3

)0/5( �

الف .9  ¢ =
- - - + +

+ +
y x x x x x x

x x x
( ( ) ( ) )(( )( ))

(( )( ))
11 3 1 2 3

2 3

3 2

2
�

 -
+ + + + -

+ +

( ( ) ( )( ))( ( ) )

(( )( ))

2
1

2

1 2 3 1

2 3

3

2

x x
x

x x x

x x x
)1/25( �

ب  ¢ =
- + -

-
y x x

x x

x x

1
1

1

2

2 2 2

2 2 2

( tan ( ))(cos cos )

(cos cos )
�

 -
- +

-

( sin cos sin ) tan( )

(cos cos )

2 2
12

2 2 2

x x x x
x

x x
)1/25( �

1010¢ = + ¢ + +g x x f x x( ) ( ) ( )2 1 1
2 )0/5( �

 Þ ¢ - = - ¢ = - ´ - =g f( ) ( ) ( )2 3 3 3
5

3
5 )0/25( �

گزینهء »1« )0/25(1111
با افزایش x آهنگ تغییر متوسط مثبت و نزولی 

است. )شیب خطوط قاطع کم می‌شود.( )0/5(

با افزایش x، آهنگ تغییر لحظه‌ای مثبت و نزولی 
است. )شیب خطوط مماس کم می‌شود.( )0/5(

x نقطهء عطف1212 = 2 )0/25( , ( )¢ = -f x x ax3 2
2 )0/25( �

 ¢¢ = -f x x a( ) 6 2 )0/25( , 12 2 0 6- = Þ =a a )0/25( �

 f b b( )2 15 15 8 24 1= - Þ - = - + Þ = )0/25( �

 ¢ = - = Þ = =f x x x x x( ) ,3 12 0 0 4
2 �

)0/5(

) ماکزیمم نسبی  , )0 1 )0/25(

) مینیمم نسبی , )4 31- )0/25(

 

0 4

0 0

1 31

¢ + - +

-

f
f ↗ ↘ ↗

max min  �

1313 x = , )0/25( مجانب قائم1 y = -2 )0/25( مجانب افقی �

 ¢ =
- - - - +

-
=

-
>y x x

x x
2 1 1 2 1

1

1

1

0
2 2

( ) ( )
( ) ( )

)0/25( �

 ¢¢ =
- - -

-
= -

-
y x x

x x
0 1 2 11

1

2

1

2

4 3

( ) ( )
( ) ( )

)0/25( �

 

x
y
y
y

-¥ +¥
¢ + +
¢¢ + -

- +¥ - ¥ -

1

2 2 

)0/5( �
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حسابان 2رشتهء ریاضی و فیزیکنمونه امتحان نیم‌سال دوم

4ردیف نمرهKheilisabz.comمدت امتحان: 120 دقیقهامتحان شمارهء 

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید.1
y متناظر است. f x== -- -- ++2 1 4( ) y با نقطهء ............... روی نمودار f x== ( ) ) روی نمودار , )0 3-- الف( نقطهء

ب( در نمودار مقابل شیب پاره‌خط AB برابر ............... است.�

f برابر ............... می‌باشد. x x x

x x
( ) ==

-- ³³

-- <<

ìì
íí
ïï

îîïï

2

3

1 0

1 0

پ( دامنهء تابع مشتق

d و ............... باشد, آن‌گاه معادلهء این تابع به یک تابع ثابت تبدیل می‌شود. ¹¹ 0 c و ¹¹ 0 , اگر f x ax b
cx d( ) == ++

++
ت( در تابع

1

درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.2
3 است. 5/ 2a برابر b++ x بخش‌پذیر باشد, مقدار -- 2 f بر x ax bx x( )== ++ -- --3 2

5 4 الف( اگر

y است. x
x== sin x معادلهء مجانب قائم تابع == 0 ب( 

y در دامنهء خود اکیداً نزولی است.
x

== 1 ت( تابع ¢¢ است.� ==y xsin2 y برابر x== sin2 پ( مشتق تابع

1

y را به دست آورید.3 x x== --++ ++
2 2

3 5 7 1دامنهء تابع

1 در جهت افقی منقبض کرده و 1 واحد به سمت راست منتقل کنیم و تابع حاصل را با ضریب 3 4
2

f را به ضریب x ax( ) == --2
تابع3

g بر x( ) g می‌نامیم. اگر باقی‌ماندهء تقسیم x( ) در جهت عمودی منبسط کرده و 2 واحد به بالا منتقل کرده و ضابطهء تابع حاصل را
x برابر 5 باشد, مقدار a را بیابید. ++ 1

1/5

f را تعیین کنید.5 x x x x x( ) cos cos sin sin== -- --5 2 5 2 1دورهء تناوب و ماکزیمم و مینیمم تابع4

k می‌باشد. a را بیابید.6 app
2 ++ 2 به صورت 3 3

2 2sin cos sin cosx x x x++ == 1/75جواب عمومی معادلهء

حاصل حدهای زیر را به دست آورید.7
lim )الف

x

x x x x
x®®++¥¥

++ ++ --
-- ++

2 2
3 1

12 5
lim )ب� log ( )

x
x

®®--¥¥
--1

3

2
1/25

مجانب 8 معادلهء  باشد,  روبه‌رو  به صورت  قائم خود  مجانب  اطراف  در   f x ab x
x ax b

( ) ( )
==

++ ++

++ ++

1 1
2

2
نمودار اگر 

افقی آن را به دست آورید. 

1/5

lim را بیابید.9 ( ) ( ) ( )
x

f x g x g x
x®®

--
--2

3

2
با توجه به نمودار روبه‌رو, حاصل

�

1/25

مشتق توابع زیر را به دست آورید. )ساده‌کردن الزامی نیست.(10

y )الف x x== -- ++1

2
3 1 4
3 5( ) y )ب� x== tan(sin( ))2 2

2

h به دست 11 t t t( ) == -- ++5 30
2 جسمی را از سطح زمین به طور عمودی پرتاب می‌کنیم. ارتفاع این جسم از سطح زمین از معادلهء

t جسم به زمین برمی‌گردد. آهنگ تغییر متوسط ارتفاع در بازهء b== t جسم به بالاترین ارتفاع خود می‌رسد و در a== می‌آید. در
t است؟ b== ] چند برابر آهنگ تغییر لحظه‌ای در , ]a b

1/75

نمودار تابع f مطابق شکل روبه‌رو است. نمودار مشتق آن را رسم کنید.12

�

0/5

f در چه بازه‌ای اکیداً نزولی است؟13 x( f باشد، مشخص کنید تابع( x x ax bx( ) == ++ ++ --3 2
11 )A نقطهء عطف تابع , )--1 0 2اگر

2 را به دست آورید. )برای رسم14 6 3 0
3 2x x++ -- == ، تعداد و علامت جواب‌های معادلهء f x x x( ) == ++ --2 6 3

3 2  با استفاده از نمودار تابع
نمودار, جدول رفتار تابع تشکیل شود.(

2/5
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پاسخ نامۀ تشریحی
11. )0/25( - 4

p
ب  	 )0/25( ( , )- -1 2 الف 

 )0/25( a
c

b
d

= ت  		 )0/25(   

ب نادرست )0/25( .22 الف درست )0/25( 	
ت درست )0/25(  درست )0/25( 	

33.2 2 0 2 2 3 5 7
3 5 7 3 5 7x x x x x x+ + + +- ³ Þ ³ Þ + ³ +
(0/25) (0/5)

�

 Þ £ -x 1 )0/25( � 

44.f x ax f x ax( ) ( )= - ¾ ®¾¾¾¾ = -2

1

2

2
3 2 4 3

IM  Â£ÎH  ÆIL£ºH

 KÄoò
)0/25( �

 SwHn  ¾M  keH»  ¦Ä¾ ®¾¾¾¾¾ - = - -f x a x( ( )) ( )2 1 4 1 3
2 )0/25( � 

 IM  Áj¼µø  óIvLºH
 KÄoò3

2
3 2 2 12 1 9¾ ®¾¾¾¾¾ - = - -f x a x( ) ( ) )0/25( �

 ¯IM  ¾M  keH» 2 2
3 2 2 2 12 1 7¾ ®¾¾¾¾ - + = - -f x a x( ) ( ) )0/25( �

 Þ = - -g x a x( ) ( )12 1 7
2 �

 g a a( )- = Þ - = Þ =1 5 48 7 5
1

4(0/25)
)0/25( �

55. f x x x x x x( ) cos cos sin sin cos= - - = -5 2 5 2 4 7 4  )0/25( �

 max = - = -1 4 3 )0/25( , min = - - = -1 4 5 )0/25( �
 T = 2

7

p )0/25( �

66. 2 3 3
2 2sin cos cos sinx x x x= - )0/25( �

 Þ = Þ =sin cos tan2 3 2 2 3x x x
(0/25)

)0/25( �

 2
3 2 6 6

x k x k a= + Þ = + Þ =p p p p p

(0/25) (0/25)

)0/25( �

الف.77  limx

x x x x
x®+¥

+ + -
- +

2 2
3 1

12 5
�

 = ´ + + -
- +

´ + + +

+ + +®+¥
lim x x x x

x
x x x

x x xx

2 2

2

3 1

12 5

3 1

3 1

(0/25)
� ���������� ���������

�

 = ´
- +

=
-

= -
®+¥ ®+¥
lim

( )( )
lim

x x
x x

x x x

x
x

3

12

3

24

1

82

2

2

(0/25)

� )0/25(

ب  lim log ( )
x

x
®-¥

- = -¥
1

3

2 )0/5( �

88. x = مجانب قائم1 Þ x :مخرج ریشهء مضاعف  = 1 )0/25( �
Zoh¶ = - = - + = + + Þ = - =( ) ,x x x x ax b a b1 2 1 2 1

2 2 2

(0/25) (0/25) (0/25)
�

 lim
x

x
x x®¥

- +
- +

= - Þ
2

2

1

2 1

1

(0/25)

y :مجانب افقی = -1 )0/25( �

99.lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x

f x g x g x
x

g x f x
x® ® ®

-
-

= ´
-

-2 2 2

3

2

3

2
)0/25( �

 = ´ ¢5 2f ( ) )0/5( � 
 x = 2 = شیب خط مماس بر f در

-

-
= = ¢

3
1

2

2 0

5

4
2f ( ) )0/25( �

 Þ ¢ =5 2
25

4
f ( ) )0/25( �

الف1010  ¢ = - - + + - +y
x

x x1

2

1
3 1 4 5 3 1 4

2

3 5 3 4( ) ( ) ( )

(0/25)
(0/25) (0/25)

�
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-

(
( )

)( )3
1

3 1

1

223 x x
)0/25( �

ب  ¢ =
+y x x x4 2 1 2

2

2 2 2
(0/25) (0/25) (0/25)

.cos( ) ( tan (sin( )))

tan(sin(( ))2
2x

(0/25)

�

1111ÌIÿUnH  ¸ÄoU¯IM Þ ¢ = Þ ¢ = - + =h t h t t( ) ( )0 10 30 0

(0/25)
)0/25( �

 Þ = =t a3 )0/25( � 

Þ برگشت به زمین = Þ - + =h t t t( ) 0 5 30 0
2

(0/25)
�

 Þ = = =t t b0 6, )0/25( �
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2
)0/25( �

1212)0/5( �

1313f a b( )- = Þ - =1 0 12 )0/25( �
 ¢ = + + ¢¢ = +f x x ax b f x x a( ) , ( )3 2 6 2

2 �
 ¢¢ - = Þ - + = Þ = Þ = -f a a b( )1 0 6 2 0 3 9

(0/25) (0/25)
)0/25( �

 ¢ = + - = Þ = = -f x x x x x( ) ,3 6 9 0 1 3
2

(0/25) (0/25)
�

 
x
y

-
¢ + - +

3 1

0 0

↗ ↘ ↗
 [ , ]-3 1 )0/5( اکیداً نزولی �

1414
 ¢ = + =f x x x( ) 6 12 0

2 )0/25( Þ = = -x x0 2, �

 ¢¢ = + =f x x( ) 12 12 0 )0/25( Þ = -x 1 �

    �                 )1 نمره( 
x
f
f
f

- -
¢ + - - +
¢¢ - - + +

-

2 1 0

0 0

0
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ÂLvº þõø ÂLvºmax min

�

�
2، دو جواب منفی و یک جواب مثبت دارد. )0/25( 6 3 0

3 2x x+ - = معادلهء
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