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x تساوی دو كسر مثل،تناسب. به طور كلی در اين فصل با نسبت و تناسب سروكار داريم z
t y ها و خط ما در هندسه بيشتر با نسبت طول پاره. است 

 ABC مساحت مثلثًمثلا.  بگيريمبه عنوان مثالی از تناسب در هندسه بياييد مساحت يک مثلث را در نظر.  هستيمرو جور چيزها روبه مساحت و اين

aaبرابر .h1
bb.h1يا 2

a پس،است 2 ba.h b.h آن تناسبۀكه نتيج ِ
b a

a b
h h

 است.  

اما دو خاصيت هم هست كه . ها آشنا هستيد  شما با آنۀجايی كه هم  طرفين وسطين و جابه مثل هستند،انداز هايی دارد كه خيلی كارراه تناسب ويژگی

 يعنـی از ؛توانيـد صـورت را كنـار مخـرج يـا مخـرج را كنـار صـورت بنويـسيد كـه شـما در هـر تناسـب مـی  يكی اين؛ايد و خيلی مفيدند ديده تر كم

aتناسب c
b dهای ، تناسبa b c d

b d
  وa c

b a d c
 

aيک خاصيت ديگر هـم ايـن اسـت كـه. آيند به دست می  c a c
b d b d

 


البتـه ايـن . 

a يعنی؛خاصيت برای بيش از دو كسر هم كاربرد دارد c e a c e
b d f b d f

   
 

  ... .و  

aدر تناسب.  هندسی استۀيک تعريف هم بياوريم و آن هم ميانگين يا واسط b
b c،b هندسـیۀواسط a وc اسـت كـه بـه صـورتb ac2  هـم

  .شود نوشته می

گر  aباشد، نشان دهيد cو a بينهندسی ۀواسط bا b a
b c b
 


.  

b هندسیۀواسط a وc پس،است a b
b c و اين يعنیa b a b

b c b c
 


  !!به همين راحتی. 

گر a ا c kb d 2 3
a، حاصل2 c

b d



2 2
2 2

4 18
8

  .را بيابيد 

aگيريم كه شده نتيجه می  از تناسب داده k
b


2 2

2
cو 4 k

d
 


2 2
2

2 9
2 4

  :رسيم كه ها به اين می پس به كمک خاصيت تناسب. 

    a c a c k
b d b d

  


2 2 2 2 2
2 2 2 2

4 18 4 18
8 8

  

گر. روی يک خط قرار دارند Cو A،Bۀ مطابق شكل، سه نقط ABا
AC  2

ABگاه باشد، آن 3
BC را بيابيد.  

AB كسر
BC برابر است باAB

AC AB
شود كه می 


2

3   .2يعنی 2

  

   تشابه -۳ تالس، -۲ها،   نسبت مساحت-۱: در اين فصل در سه قسمت كلی با تناسب كار داريم
  

  
  .هاست های متناظر اين ارتفاع ا برابر نسبت قاعدهه  هر گاه ارتفاع دو مثلث يكسان باشد، نسبت مساحت

  .هاست های متناظر اين قاعده ها برابر نسبت ارتفاع  مشترک داشته باشند، نسبت مساحتۀ هر گاه دو مثلث قاعد

ADای قرار دارد كه به گونه ABروی ضلع Dۀ، نقطABC در مثلث
DB  2

AEای قرار دارد كـه به گونه ACروی ضلع Eۀو نقط 1
EC  1

2 .

  است؟ ABCچه كسری از مساحت مثلث ADEمساحت مثلث

  .وصل كنيم Cرا به Dبياييد.  در اين سؤال ما دنبال مساحت قسمت رنگی اين شكل هستيم

ACDانـد، پـس بينـيم كـه دارای ارتفـاع مـشترک را می ABCو ACDحالا دو مثلث
ABC

S
S برابـر اسـت بـاAD

AB  كـه

2شود می
AD چون،3

DB  2
ADو در نتيجه 1 AD

AB DB AD 
 

2
1 نگـاه  ADCو ADEپس از آن به دو مثلـث. 2

ADEباز هم ارتفاع مـشترک اسـت، بنـابراين. كنيد
ACD

S
S برابـر اسـت بـاAE

AC 1و ايـن نـسبت هـم مـساوی
اسـت،  3

AEچون AE
AC AE EC  

 
1 1

1 2 ADEدر نهايت ما دنبال. 3
ABC

S
S شود بوديم كه می 2 1 2

3 3 9.  
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 ABC،ABD نسبت مساحت سه مثلث.  هستندdروی خط Eو C،Dو نقاط dروی خط Bو Aنقاط. اند با هم موازی dو d دو خط

  .را بيابيد ABEو

  .ها بگرديم ت ارتفاع مشتركی هستند، پس بايد به دنبال نسبۀشده دارای قاعد  سه مثلث گفته

  بنـابراين . ها نيز برابر است است و اين يعنی ارتفاع dو d دو خطۀ فاصل بااما ارتفاع هر سه مثلث برابر
  

ABC:مساحت اين سه مثلث برابر خواهد بود ABD ABES S S .  

)در مورد مساحت، در فصل  تـالس را اثبـات ۀدر واقع در اين فصل مساحت برای ما ابزاری است كه به كمک آن قـضي. كنيم بيشتر صحبت می 3(

  .كنيم زنيم و مسئله حل می  فصل بعدی حرف می دربه طور مفصلمساحت، كنيم، اما در مورد خود  می
  

  
  

گر خطی بكشيد كه موازی يكی از اضلاع باشـد و دو ضـلع ديگـر را  در هر مثلثی كه بخواهيد، ،مقابل مثل شكل ا

  :های زير را داريم هم قطع كند، تناسب

  AD AE AD AE DE DB EC BC DE, ,
DB EC AB AC BC AB AC BC

      

ها را  تواند امتداد دو ضلع را قطع كند و ما باز هم اين تناسب دقت كنيد كه اين خط موازی حتی می

  :مقابلشكل يعنی دو . داريم

  

  

  

  

دانيم كه از كدام نسبت استفاده كنيم و در واقع اين هنر ماست كه بفهميم كدام تناسب برای ما كـاربرد دارد   كمی پيچيده، ما به راحتی نمیِمسائل در

ی را  خـط مـواز كننـد و آن ها ما را اذيت می كند، اين است كه بعضی وقت تر می يک چيز ديگر هم كه كار را سخت. هايی مورد نياز است خط و چه پاره

  .يعنی اين شما هستيد كه بايد خط موازی را پيدا كنيد و بكشيد. دهند نمی

را به ترتيب در  BCو امتداد ضلع ACو AB، دو ضلعd خطمقابلدر شكل ) منلائوس ۀقضي( 

AM:نشان دهيد. قطع كرده است Pو M،Nطنقا BP CN
MB PC NA   1.  

    

 C بـرای حـل مـسئله بايـد از رأس. بينيم هايی است كه ما خط موازی را نمی  اين سؤال از همان

. برويم سـراغ اثبـات. حالا آن خط موازی را داريم. ديده شود CDخط بكشيم تا پاره ABی موازی ضلعخط

BP، تالسۀطبق قضي MBPدر مثلث
PC برابر است باMB

DC. در مثلثAMNطبق تالس ،،CN
NA  برابر است

DCبا
AM .پس به جایAM BP CN

MB PC NA  بياييد قرار بدهيمAM MB DC
MB DC AM  شود می 1كه برابر.  

گر در شكل زير هر كدام از تناسـب. هم درست است تالس ۀ قضيعكس شـده برقـرار  هـای گفتـه يعنی ا

AD  . موازی است BCبا ضلع dباشد، خط AE d || BCDB EC      

  

  
  

  

  .اند موازی DFو BEنشان دهيد خطوط. است AFو ACخط رهميانگين هندسی دو پا AEخط  پارهمقابل در شكل 

  

  

AE با توجه به فرض AC.AF2،پس :AE AC
AF AE.  

ACاز طرفی طبق تالس AB
AE AD و اين يعنیAE AB

AF AD .تالس دو خطۀپس طبق عكس قضي BE وDF موازی هستند.  
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را بـه ترتيـب در  AC امتـدادو ABكنيم تـا خطـوط رسم می AMۀخطی موازی ميان BCواقع بر ضلع Fۀاز نقط ABC در مثلث

ADنشان دهيد. قطع كند Eو Dنقاط AB
AE AC.  

  . كشيم رو می  شكل مسئله را به صورت روبه

 هـای بـه رابطـه) هـای ديگـری هـستيد؟ دنبـال مثلـث( AMBو FECهـای  تالس در مثلـثۀحالا طبق قضي

AC CM
AE MF وAD MF

AB MBهايی را انتخاب كنيد كـه در  خط ه در نوشتن تالس، پارهحواستان باشد ك. رسيم می

ــی ــده م ــسئله دي ــوند حكــم م CMحــالا چــون. ش MB ــی ــه اســت، نتيجــه م ــريم ك ADگي AE
AB AC  و از

ADجا آن AB
AE AC شود می.  

 ADو ABدهيم كه امتداد اضـلاع الاضلاع، خطی چنان عبور می و در خارج متوازی Cاز رأس. ض استمفرو ABCDالاضلاع  متوازی

ABثابت كنيد. قطع كند Fو Eرا به ترتيب در AD
AE AF  1.  

. داريـم AEFدو جـور تـالس در مثلـث ،DCو BCحالا با توجـه بـه.  بياييد شكل مسئله را رسم كنيم

ABيعنی FC
AE FE وAD CE

AF FE . بنابراينAB AD FC CE
AE AF FE

  يعنی برابرFE
FE  1شود كه میاست.  

  
  

  
  

  
گر در هر مثلث وسط دو ضلع را به هم وصل كنيم، پاره    .آيد كه موازی ضلع سوم و مساوی نصف آن است خطی به دست می نشان دهيد كه ا

AMپـس. ايـم  هم وصل كـردههرا ب ACو AB، وسط دو ضلعABCفرض كنيد در مثلث :اثبات AN
MB NC 1  و

  تـالسۀ قـضيحـالا بـه كمـک خـود. سيمر می BCو MNبودن  تالس به موازیۀدر نتيجه به كمک عكس قضي

MN
BC برابرAM

AB ياAN
AC پس،است MN

BC  1
2.  

  

نـشان . از اين دو مثلث هـستند BCو AB،AD،CDبه ترتيب وسط اضلاع Q وM،N،P.اند مفروض BCDو ABDهای  مثلث

  .اند الاضلاع هيد اين چهار نقطه رئوس يک متوازید

  .پس شكل مسئله دو حالت دارد. اند مشترک BDشده در سؤال در ضلع  دو مثلث گفته

گر دقت كنيم، طبق قضي  هـای خط ، پارهBCDو ABDهای خط در مثلث  ميانۀدر هر دو شكل ا

MN وPQ موازی و مساوی نصفBD پس. هستندMN وPQ ۀهم. اند با هم موازی و مساوی 

گــر دو ضــلع روبــه شــما خــوب مــی چهارضــلعی مــوازی و مــساوی باشــند،  يــک یرو دانيــد كــه ا

  .الاضلاع است متوازی
  

گر وسط  ۀهای سه ضلع و پای يـک ارتفـاع، چهـار رأس يـک چهارضـلعی باشـند، آن چهارضـلعی ذوزنقـ  نشان دهيد در هر مثلث ا

  .اقين يا مستطيل استالس متساوی

  . استارتفاع مثلث AHوسط سه ضلع مثلث هستند و Cو A،B، نقاطABC در مثلث

B،خط  ميانۀطبق قضي C  موازی خطBC يعنـی مـوازیA H سپـ. اسـتA C B H   در . ذوزنقـه اسـت

ـــائم ـــث ق ـــ مثل ـــ AHC،HBۀالزاوي ـــسۀميان ـــر اســـت، پ ـــر وت ACHB وارد ب  ـــضي 2 ـــق ق  ۀو طب

ACAخط ميان C   Aۀو اين يعنی ذوزنق 2 B C H   الساقين است متساوی.  

گر مثلث  ما تبـديل ۀمنطبق شده و ذوزنق ACبر ضلع AHالزاويه باشد، ارتفاع قائم Cدر رأس ABCحالا ا

  .شود به مستطيل می
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گر در مثلث و امتـداد آن  BC روی ضـلع،را بكـشيم A، نيمساز زوايای داخلی و خـارجی رأسABCا

  :اند، يعنی متناسب ACو ABشود كه با دو ضلع هايی درست می خط پاره

  BD AB D B ABˆ ˆ ˆ ˆA A , A A
DC AC D C AC

     1 2 3 4  

  . مربوط به نيمساز خارجی را در مثال زير اثبات كنيمۀبياييد قضي

Dثابت كنيد. دكن قطع می Dرا در BC، امتداد ضلعA خارجی رأسۀ، نيمساز زاويABC در مثلث B AB
D C AC


.  

 يكی از رئوس مثلث عبور كند مفيـد  ازيادتان باشد در مسائل مربوط به نيمساز، خطی موازی نيمساز كه.  بياييد شكل مسئله را بكشيم

ˆحـالا دقـت كنيـد كـه. تاسـ ADكشيم كه مـوازی را می CEجا خط پس اين! است ˆC A1 Êˆو 1 A1 ˆشـود و چـون مـی 2 ˆA A1   اسـت،  2
  

ˆبه ˆC E1 AEشود  آن میۀرسيم كه نتيج می 1 AC .گر در مثلث خطی موازی ضلع سوم ببينيم  ،ا

D يعنـی؛نويـسيم تالس را می ABDپس در مثلث! ست كه ياد تالس نيفتيمنامردی ا B AB
D C AE
   و

AEچون AC يعنی. رسيم  به حكم مسئله می،استD B AB
D C AC
 .  

گر در مثلث را  DDو BD،CD،CDهـای خـط باشند، طول پاره Aبه ترتيب نيمساز زوايای داخلی و خارجی ADو ABC،AD ا

  .اضلاع مثلث بيابيدبرحسب 

  :دهيم  را در شكل انجام میزيرهای  گذاری  نام،شده های داخلی و خارجی گفته  با توجه به خاصيت نيمساز

k(bپس c) a  وk (c b) a  در نتيجه ،ak b c


akو  c b
 


 kو kنبا به دسـت آمـد. 

ac  : آيند  قطعاتی كه خواسته شده به دست میۀهم abBD ck , CD bk
b c b c

   
 

  

    ab ab ab abcCD , DD CD CDc b c b c b c b
       

   2 2
2  

ABC،Â در مثلث  120ثابت كنيد ،
ad b c 1 1 1 )ad نيمساز رأسA است(.  

ــا امتــداد ضــلع مــی ADخطــی مــوازی نيمــساز B از رأس . قطــع كنــد Eرا در ACكــشيم ت

ــابر B̂اينبن 1 60 .ــی BAEˆاز طرف  60،ــث ــس مثل ــساوی ABE پ ــی مت ــن يعن ــت و اي ــلاع اس  الاض

BE AE c  .حــالا در مثلــثBCE، گويــد تــالس بــه مــا مــیAD AC
BE EC يجــهو در نتad b

c b c


 .

بنابراين
a

b c
d bc

1 يا
ad b c 1 1 1.  

  .گشاست شود مشكل  خطی كه از يک رأس موازی نيمساز رسم می،يادتان باشد كه هميشه در مسائل مربوط به نيمسازگويم  باز هم می

  
  

A)ˆۀالزاوي  در مثلث قائم )ABC 90 نيمسازAD ثابت كنيد. كنيم را رسم میAD AC AB 2 1 1.  

گر شكل    .مشـو نكـشيد، ناراحـت مـی ADرا مـوازی نيمـساز BEخط B سؤال را رسم كنيد و از رأسا
  

. اند45همگی Êو Â1،Â2،B̂1حالا زوايای.  بكشيد ديگرهای نيمساز، خطی موازی نيمساز از رأس گفتم در مسئله

BEپس) چرا؟( AB AEو 2 AB .در مثلـثBCE شـود نويـسيم كـه مـی تـالس مـی AD AC
BE CE  و بـا

BEهای گذاری جای AB CEو 2 AC AE AC AB     رابطـۀبـهAD AC
AC ABAB


2

  . رسـيم مـی 

  

  .تقسيم نماييد تا حكم به دست آيد ABتا كسر را معكوس كنيد و سپس رابطه را برحالا دو 
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گر    :يعنی. آورد های متناسب به وجود می خط ها پاره ها را قطع كند، روی ساق ها، ساق  در يک ذوزنقه خطی موازی قاعدها

  

  

      

  .بنـاميم Oرا MN برخـورد آن بـاۀرا بكـشيم و نقطـ BDبياييـد قطـر. ک قطر بسيار مفيد اسـت رسم ي،های مربوط به ذوزنقه در مسئله :اثبات
  

BCD،MOو ABDهای حالا در مثلث  || AB وON || DC هـا از تـالس  يـن مثلـثتوانيم در ا پس می. است

AM يعنیاستفاده كنيم؛ BO
MD OD وBN BO

NC OD .آخر بهۀبا كنار هم گذاشتن دو رابط AM BN
MD NC رسيم می.  

    

  .را بيابيد xمقابل در شكل 

    

xرسيم كه نويسيم و به اين می  خب به راحتی تالس در ذوزنقه را می x
x x




2 1
2 3 3شود می xجا و از آن 4

4.  

  

گر خطی ساق.  تالس هم در ذوزنقه برقرار استۀنشان دهيد عكس قضي  هـای  خـط هـا پـاره های ذوزنقه را قطع كنـد و روی آن يعنی ا

  .ها موازی است متناسب ايجاد كند، با قاعده

AM BN MN || AB , CDMD NC   

  

گر  حالا طبق .ها باشد كنيم كه موازی قاعده را رسم می MNها نباشد، خطی مثل موازی قاعده MN ا

AMۀالس در ذوزنقه رابطت BN
MD N C

  از طرفی. را داريمAM BN
MD NC و اين يعنـیBN BN

N C NC
  .پـسN وN 

  .هاست موازی قاعده MN در نتيجهاست MNهمان MNاند يا بر هم منطبق

  

  .كنيم در مثال زير اين قضيه را ثابت می. خط داريم مثل مثلث، در ذوزنقه هم قضيۀ ميان

  
  .ها موازی است و طول آن برابر ميانگين طول دو قاعده است آيد كه با قاعده خطی به دست می ط دو ساق يک ذوزنقه را به هم وصل كنيم، پارهاگر وس

AMپس. باشند BCو ADِوسط دو ساق Nو ABCD،Mۀ فرض كنيد در ذوزنق:اثبات BN
MD NC 1 .تالس در ذوزنقه ۀحالا طبق عكس قضي 

   ۀاز قـضي BCDو ABDحـالا در دو مثلـث. بـه دسـت آيـد Oۀكـشيم تـا نقطـ را مـی BDقطر. هاست موازی قاعده MNگيريم كه نتيجه می
  

MOكنـيم، چـرا كـه تالس استفاده مـی || AB وON || CD .بنـابراينMO MD
AB AD  1

ONو 2 BN
CD BC  1

در و  2

MOنتيجه AB 1
ONو 2 CD 1

MN پس،2 MO ON (AB CD)   1
2.  

  

 آن مساوی نـصف ۀكنند كه انداز خطی جدا می  ثابت كنيد دو قطر ذوزنقه بر خطی كه از وسط يک ساق موازی دو قاعده رسم شود، پاره

  .های دو قاعده است تفاضل اندازه

گر   وسـط  Pگيـريم كـه هـا رسـم شـود، طبـق تـالس نتيجـه مـی موازی قاعـده MNباشد و ABCDۀاز ذوزنق ADوسط ساق M ا
  

 ۀقـضي ABCو ABDهـای حالا بياييد در مثلـث. است BCوسط ساق Nو ACوسط قطر BD،Qقطر

DCPNهـم بـه BCDدر مثلـث. انـدABنـصف QNو MP پـسخط را بنويـسيم، ميان     رسـيم، مـی 2
  

PQپس PN QN  و اين يعنیDC ABPQ  DC:ستر اين مسئله به دست آمد مهم انتايجی كه د. 2 ABPQ  ABMPو 2 QN  2  

AM BNMN || AB || CD MD NC 
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گــر. هاســت مــوازی قاعــده PQخــط رو، پــاره  شــكل روبــهۀ در ذوزنقــ APا m
PD nنــشان دهيــد ، 

n .AB m.CDPQ m n





.  

    

. گيريم شده از تالس كمک می حالا در دو مثلث ديده. شود نمايان می Mۀط نق،را بكشيم BD قطر

PMپس PD n
AB AD m n 


MQو  BQ m

DC BC m n 


PMبرابر است بـا PQبنابراين.  MQ شـود كـه مـی 

n.AB m.CD
m n



.  

  

  
  

  .ِ اضلاع متناسب هستند ودو برابر  دوبهۀدو مثلث متشابه دارای سه زاوي. دانيد  را میها  مثلثهشما خيلی خوب معنای تشاب

  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA A , B B , C C
ABC A B C AB AC BC

A B A C B C

           
       

  

گر خطی موازی يک ضلع مثلث رسم شود و دو ضلع ديگر را قطع كنـد،   اساسی تشابه به ما میۀقضي گويد كه ا

AMN  .مثلث به وجود آمده با مثلث اصلی متشابه است ABC
 

     

يعنی هر كدام از سـه حالـت تـشابه كـه اتفـاق بيفتـد مـا . اند ها دو مثلث متشابه ما سه حالت داريم كه در آن

  :نداين سه حالت به صورت زير هست.  اساسی تشابه قرار دهيمۀتوانيم دو مثلث را در شرايط قضي می

   برابرۀ حالت دو زاوي

  حالت سه ضلع متناسب 

   بين برابرۀحالت دو ضلع متناسب و زاوي 

گـرًمـثلا. توانيم يک تناسب بنويسيم كه مقدار تناسب همـان نـسبت تـشابه اسـت ها می شوند، بين آن وقتی دو مثلث متشابه می A ا B C ABC
 
    

ABباشد، تناسب AC BC kA B A C B C         داريم كه عددراk  ًاطبيعتوk
  .نسبت تشابه دو مثلث است 1

  
  

  .های برابر باشند روی زاويه  اضلاع يک كسر در نسبت تشابه بايد روبه

 AHهـای  ارتفـاعًثلامـ. فقط بايد دقت كنيد كه دو جزء فرعی بايد متناظر هم باشند. است k در دو مثلث متشابه، نسبت هر دو جزء فرعی برابر

Aو H نيمسازهای ،AD وA D های ، ميانهAM وA M كه معنايش تناسب AH AD AM kA H A D A M          است.  

  .است k2ها برابر و نسبت مساحت آن k نسبت محيط دو مثلث متشابه
  

  :نقاط وسط سه ضلع مثلث هستند Pو M،N، نقاطABC در مثلث

MNPنشان دهيد) الف ABC
 
.  

  .است ABC مساحت مثلث، يک چهارمMNPو مساحت مثلث ABC، نصف محيط مثلثMNPنشان دهيد محيط مثلث) ب

 هـستند، پـس ACو BC،ABنصف اضـلاع MPو MN،NPهای خط  پاره،خط  ميانۀطبق قضي)  الف

MP NP MN
AC AB BC   1

  .اند طبق حالت سه ضلع متشابه ABCو MNPو اين يعنی دو مثلث 2

1نسبت تشابه دو مثلث) ب
1ها است، پس نسبت محيط 2

1ها و نسبت مساحت 2
  .شود می 4
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كنيم تا مثلث بـه شـش  از اين نقطه خطوطی موازی اضلاع مثلث رسم می. در نظر بگيريد Sداخل مثلثی با مساحت دلخواه ۀنقط يک 

2:نشان دهيد. ناميم می 3Sو 1S،2Sشده رامساحت سه مثلث ايجاد. تقسيم شود ناحيه
1 2 3S ( S S S )  .  

  :شود جوری می يد شكل اين سؤال را بكشيم كه اين بياي

فقط حواستان باشد كه
ABC

S S ،
ODE
S S  1،

OMN
S S  و 2

OPQ
S S  3.  

گر به موازی  هـای شـويد كـه مثلـث  متوجـه مـی،با اضلاع مثلـث دقـت كنيـد d3و d1،d2ِبودن خطوط حالا ا

ODE،OMN وOPQ با مثلثABC  ۀها را بنويـسيم و رابطـ پس بياييد نسبت تشابه) چرا؟(متشابه هستند 

  : ها را پيدا كنيم بين مساحت
S S S PQOD ON( ) , ( ) , ( )S AB S AB S AB  2 2 21 2 3   

ODاند، پس ضلاعالا متوازی PONBو ADOQهای هارضلعیچ AQ وON BP .رسـيم بـه  ها می  بين مساحتۀگذاری در رابط حالا با جای

  :مقابل ۀرابط
S S SS S S AQ PQ AQ BP PQBP AB

S S S AB AB AB AB ABS
           1 2 31 2 3 1   

Sِ آخر به تساویۀاز رابط S S S  1 2      .له استرسيم كه همان حكم مسئ می 3

  
  

ABهـای نشان دهيـد مثلـث. ايم را كشيده CCو AA،BBهای ، ارتفاعABCدر مثلث  C  وA BC  وA B C  بـا مثلـثABC 

  .)اند  حادهABCهای مثلث  زاويهۀهم. (اند متشابه

 ،انــد متــشابه ABBو ACCدو مثلــث. ايــم را كــشيده CCو BBهــای ، ارتفــاعABC در مثلــث

ˆچون ˆ ˆB̂ A A C   1 1 90 در نتيجهˆB̂ C1 هم كه دارند و اين يعنی طبق حالـت  90ۀاز طرفی دو زاوي. 1

ABشـود نويسيم كـه مـی حالا نسبت تشابه را برايشان می. اند دو زاويه متشابه AB
AC AC

  . ،از ايـن نـسبت تـشابه

ABتناسب AC
AB AC

  اش تشابه دو مثلـث كشيم كه نتيجه را بيرون میAB C  وABC  ض ز ض(طبـق حالـت (

  .شوند ها هم مثل همين راه اثبات می  تشابهۀبقي. است

  

  
گر ارتف A)ˆۀالزاوي را در مثلث قائم AHاعا ) ABC 90 آيـد كـه بـا مثلـث بكشيم، دو مثلث بـه وجـود مـیABC 

  :آيند ها نتايج زير به دست می و از نوشتن نسبت تشابه) چرا؟(اند  متشابه

  

  

      

  .رسيم  فيثاغورس میۀوم و سوم به رابط دۀكردن رابط جالب است كه با جمع
  

ABC،AB در مثلث  3،AC  BCو 4  گر ارتفاع،5   .را پيدا كنيد HCو BHهای خط را رسم كنيم، طول پاره AH ا

Âالزاويه است و شود كه قائم ، معلوم میABC از اضلاع مثلث  90اند ، چون اضلاع آن فيثاغورسی!( ) 2 2 23 4 ارتفـاع  AHپس ،5

ABست و در نتيجه روابطوارد بر وتر ا BH.BC2 وAC CH.BC2بـا محاسـبات سـاده مقـدار.  را برای اين مثلـث داريـمBH وHC  بـه

9ترتيب
16و 5

  .دآين به دست می 5

گر نادرست است برای آن مثال نقض بياوريد   : حكم كلی زير را در صورت درستی اثبات كنيد و ا

گر سه زاويه و دو ضلع از مثلثی با سه زاويه و دو ضلع از مثلث ديگر برابر باشد، اين دو مثلث همنهشت«   ».اند ا

پس هـر ) چرا؟(اند  اين دو مثلث متشابه. را در نظر بگيريد) 27و 12،18(و ) 18و 8،12(دو مثلث با اضلاع .  اين حكم نادرست است

  .هم در اين دو مثلث يكسان هستند، اما مشخص است كه همنهشت نيستند 18و 12دو ضلع. سه زاويه در دو مثلث برابرند

AH BH.HC
ABH ABC

AB BH.BC
ACH ABC AC HC.BC

 

 

 
 




2

2

2


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  . كنند قطع می 2به 1 هر دو ميانه از مثلث، همديگر را به نسبت،نشان دهيد در هر مثلث)  الف

  .اند های هر مثلث همرس د ميانهنشان دهي) ب

 BBخـط  ميـانۀطبـق قـضي. ايـم را كـشيده CCو BBهای ، ميانهABCفرض كنيم در مثلث)  الف

Bو BGCهای پس مثلث. ستو مساوی نصف آن ا BCموازی GC  گر نـسبت تـشابه را ،)چرا؟(اند  متشابه  حالا ا

BGبنويسيم به CG BC
B G C G B C     رسـيم كـه میBC B C  CGو ايـن يعنـی 2 C G BGو 2 B G  پـس ،2

  .اند قطع كرده 2به 1همديگر را به نسبت CCو BBهای ميانه

گر در مثلث. كنند قطع می 2به 1در قسمت الف ديديم كه هر دو ميانه همديگر را به نسبت) ب را  AAۀ، ميانـCCۀ، به جای ميانABCپس ا

BGرا قطع كند تا داشته باشيم G،BBۀدر نقط AA بايد،هم بكشيم B G   .اند عبور كرده و همرس Gۀاين يعنی هر سه ميانه از نقط. 2

   .شود ، مركز ثقل مثلث گفته میGی به نقطه

  

  .توانيم اين مثلث را رسم كنيم توضيح دهيد كه چگونه می. داده شده است CCو BBهای و ميانه BC، طول ضلعABC از مثلث

   :رو نگاه كنيد به شكل روبه. ايم ه فرض كنيم اين مثلث را كشيد

BGدقت كنيد كـه. توانيم رسم كنيم ن سه ضلع میرا با داشت BGCمثلث BB 2
CGو 3 CC 2

پـس از رسـم . 3

BB1ۀرا به انداز CGو BG، اضلاعBGCمثلث
CC1و 3

 BCو CBحـالا. برسيم Cو Bدهيم تا به ادامه می 3

  .قطع كنند Aدهيم تا همديگر را در را رسم كرده و ادامه می

  

  .اند  متناسب باشند، دو مثلث متشابهی ديگرۀالزاوي  مثلث قائم ازيک ضلعو ای با وتر  الزاويه  مثلث قائم ازاگر وتر و يک ضلع ديگر ثابت كنيد 

M̂ˆداشته باشيم MNP وABC فرض كنيم برای دو مثلث A  90 وBC AB
NP MN، روی ضلعMNۀ، نقطD ای انتخـاب  را به گونه

MDكنيم كه می AB .چنين روی ضلع همMP ۀنقطE كنـيم كـه ای انتخاب می را به گونهME AC .پـس مثلـثMDE بـا مثلـثABC  
  

DEۀحالا با توجه به فرض، رابطـ.  استهمنهشت  MD
NP MN  را داريـم كـه طبـق

 MNPو MDEهـای پس مثلث. شود وازی میم NPبا DE، تالسۀعكس قضي

  .است ABCو MNP آن تشابهۀاند كه نتيج متشابه

      

  

 E،Fرا بـه ترتيـب در BCو امتداد ضلع CD، ضلعBDكنيم تا قطر خطی رسم می Aاز. را در نظر بگيريد ABCDالاضلاع  متوازی

AEنشان دهيد. قطع كند Gو EF.EG2.  

   : چيز شكل درست مسئله را رسم كنيم بياييد قبل از هر

AEبـه DEFو ABEهـای حالا از تـشابه مثلـث BE
EF ED هـای و از تـشابه مثلـثADE وBEG بـهEG BE

AE ED 

AEپس. رسيم می EG
EF AE و اين يعنیAE EF.EG2.  

  

aخطی به طول ، پارهaخطی به طول توانيم با داشتن پاره  توضيح دهيد چگونه می
  .رسم كنيم 1

aخطی به طول خواهيم پاره داريم و می aرا به طول ABخط ض كنيد پاره فر
BCدهـيم كـه ادامه می Cۀرا تا نقط AB.بكشيم 1 1 

  كـشيم تـا مـی ADخطـی مـوازی Cۀدهـيم و از نقطـ امتداد می Bرا از طرف BDحالا. كنيم رسم می 1را به طول BDخط دلخواه  پاره.باشد
  

aبرابر BEطول. قطع كند Eرا در DB خط
انـد و بـا توجـه بـه  متـشابه BCEو ABDاست، چون دو مثلث 1

ABۀ رابط،ابهنسبت تش DB
BC BE پس. را داريمa

x 1
xو در نتيجه 1 a 1.  
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A)ˆۀالزاوي  در مثلث قائم )ABC 90 ارتفاع ،AH گر. كنيم را رسم می بـه ترتيـب محـل همرسـی نيمـسازهای داخلـی  2Dو D،1Dا

1باشند، نشان دهيد ACHو ABC،ABHهای مثلث 2AD D D.  

  . اند، پس نسبت تمام قطعات فرعی متناظرشان برابر نسبت تشابه است متشابه ABCو ABHدو مثلث 

در نتيجه
HD AB
AD BC1 .ًدقيقا به همين شكل برای دو مثلثACH وABC توانيم بگوييم می

HD AC
AD BC2 .  

  :به دو نكته دقت كنيد

BCالزاويه است، پس قائم ABC مثلث AB AC 2 2 2.  

ˆD HD 1 2 90 )پس)چرا؟ ،D D HD HD 2 2 2
1 2 1 2.  

  : زير را بنويسيمۀتوانيم رابط ها می  نكته با توجه به اين

  

D D

HD HD HD HDAB AC AB AC( ) ( ) ( ) ( ) HD HD AD D D ADAD AD BC BC AD BC
           

2
1 2

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 21 2 1 2
1 2 1 22 2 1       

  

  
  

گر دو چندضلعی متشابه باشند، هم  دو بـا هـم برابرنـد و اضـلاع متناسـب  ها دو بـه های آن  زاويهۀا

گر چهارضلعیًمثلا. هستند Aو ABCDهای  ا B C D    ،متشابه باشند ˆ ˆA A،ˆ ˆB B،ˆ ˆC C 

ˆو ˆD D توانيم بنويسيم است و می AB AD BC CD
A B A D B C C D         .  

  .ها برابر مجذور نسبت تشابه است ها برابر نسبت تشابه و نسبت مساحت ها مثل مثلث نسبت محيط

    

 ABCDمستطيل و با مستطيل BMNCكنيم كه ای انتخاب می به گونه DCو ABرا روی اضلاع Nو Mاط، نقABCD در مستطيل

گر. متشابه باشد ABا kAD  باشد، حاصلAM
MB را بيابيد.  

AB پس،اند متشابه BMNCو ABCD وقتی دو مستطيل AD
MN MB.  

AD كهجايی از آن MN رسيم كه است، به اين میAD kMB پس ،AB
MB برابر است بـاk2چـون ،AB،k برابـر 

AD وAD،k ِبرابرMB بنابراين. استAM AB MB k
MB MB k

  
2

2
AB حواستان باشد كه گفتيم. 1 k

MB 
2

1.  
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گر-۱ na ا a a
n  1 2

1 2 گاه حاصل ، آنna a a  1 2  چند برابرa1 است؟  

۱(n   ۲(n(n )1   ۳(
n(n )1

2   ۴(n2  

گر-۲    است؟نادرستباشد، كدام رابطه  cو a هندسی بينۀواسط b ا

۱(
a b a
b c b
 


   ۲(
a b a
b c b
 


   ۳(
b c b
a b c
 


   ۴(
b c c
a b b
 


  

گر-۳ a ا c kb d 2
aگاه حاصل ، آن3 a c c

b d
 



4 2 2 2
2 2
8 16

9
  كدام است؟ 

۱(k   ۲(k2   ۳(k2   ۴(k24  

گر-۴ a ا c e kb d f   3 3 02 a، حاصل2 c e
b d f
 

 

2 2 2

2 2 2
9 9

4 4
  كدام است؟ 

۱(k   ۲(k   ۳(k2   ۴(k4   

گر-۵ AB ا a وMA(k ) kMB 1،خط  طول پارهMB  كدام است؟)M بينA وB(  

۱(
ka

k 1   ۲(
a

k 1   ۳(
a

k 1   ۴(
ka

k 1   

گر-۶ AB ا a وNA(k ) kNB 1،طول NA  كدام است؟)N روی امتدادAB(  

۱(
ka

k 1   ۲(
a

k 1   ۳(
a

k 1   ۴(
ka

k 1   

گر -۷ ABا a وN ای روی امتداد نقطهAB ای كه باشد به گونهNA(k ) kNB 1طول ،NB كدام است؟  

۱(
ka

k1   ۲(
a

k1   ۳(
a

k1   ۴(
ka

k1   

گر- ۸ MAخط باشند كه روی يک خط قرار دارند، دو پاره ABو MN ا NA kMB NB  خط و طول پارهAB aخط گاه طول پاره ، آنMN كدام است؟  

۱(
ak

k 2 1
   ۲(

ak
k 2
2

1
   ۳(

ak
k 21

   ۴(
ak

| k | 2
2

1
  

باشـد،  AMNدرصـد مـساحت مثلـث OMN،60اگر مساحت مثلث. الاضلاع است متوازی MNPB،مقابل در شكل - ۹

  كدام است؟ MNبه PCنسبت

۱(
5
3     ۲(

4
3     

۳(
3
2     ۴(2  

   رئوس كدام چهارضلعی هستند؟ًالزاماهای اضلاع هر چهارضلعی   وسط-۱۰

  مربع) ۴  مستطيل) ۳  الاضلاع متوازی) ۲  لوزی) ۱

گر. است ABCDيک لوزی است كه اضلاع آن موازی قطرهای MNPQ،مقابل در شكل -۱۱ AMا
MD  3

، نـسبت 5

  كدام است؟ BDبه ACِقطر

۱(
3
5     ۲(

5
3     

۳(
2
5     ۴(

5
2   

A)ˆۀالزاوي  در مثلث قائم-۱۲ ) ABC 90ايم كه يک رأس آن روی وتر مثلث و يک رأس آن روی رأس ، مربعی چنان محاط كردهA گـر . قرار دارد ا

ABباشد، آن گاه حاصل xضلع مربع AC1   كدام است؟ 1

۱(x   ۲(x
1

   ۳(x2   ۴(x
2

   

ها را به ترتيب  يا امتداد آن ACو ABكنيم تا اضلاع رسم می Aخطی به موازات نيمساز داخلی ،BCوسط ضلع Mۀ، از نقطABC در مثلث-۱۳

گر. قطع كند Fو Eدر نقاط ACا  BEو 9    كدام است؟ CF، طول8

۱(5   ۲(6   ۳(7   ۴(8   
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گر. است ABC مثلثۀميان AM،مقابل در شكل -۱۴ AMا || DF،AD
AE  2

AB و3    كدام است؟ AC ضلعۀ، انداز9

۱(6     ۲(9     

۳(/13 5     ۴(15   

AMگيريم كه ای در نظر می به گونه ABرا روی Mۀنقط ،ABC در مثلث- ۱۵ kMB .از M خطی به موازاتBC كنيم تا رسم میAC را درN  قطع كند

AMنسبت. به دست آيد ABروی Qۀكنيم تا نقط رسم می ACنيز موازی Pقطع كند، از Pرا در BCكنيم تا رسم می ABموازی Nو از
BQ كدام است؟  

۱(1   ۲(
k
k



1
1   ۳(

k
k



1
1   ۴(k 

1
1   

Mهای خط  پاره،مقابل در شكل -۱۶ M1 Mو 2 M4 Mهـای خـط ، پـارهBCبا ضلع 5 M2 Mو 3 M5 و  ABبـا ضـلع 6

Mخط هپار M3 گر. موازی هستند ACبا ضلع 4 ACا  Mو 5 M 3 4   كدام است؟ M1از M6ۀ، فاصل2

۱(3       

۲(/3 5     

۳(4       

۴(/4 5   

. قطع كند D2ۀرا در نقط ABكنيم تا ضلع رسم می ACكنيم و از آن خطی موازی ضلع انتخاب می BCرا بر ضلع D1 مانندای ه، نقطABC در مثلث- ۱۷

  گرديم؟ برمی D1ۀپس از چند مرحله به نقط. كنيم قطع كند و اين عمل را تكرار می D3ۀرا در نقط ACكنيم تا ضلع رسم می BCخطی موازی D2از

كثر) ۳   6)۲   3)۱   . نرسيمD1ممكن است به) ۴   6حدا

MN،مقابل در لوزی شكل -۱۸ || BD گر. است PQا xBD  ،باشدCM
MD كدام است؟  

۱(
x

x
1

     

۲(
x

x
1
2     

۳(
x

x1     

۴(
x
x

2
1   

BEاست به طوری كه BCای روی نقطه Eو AB وسط ضلعۀنقط ABC،D در مثلث- ۱۹ EC ADCˆˆاگر. 2 BAEۀاويگاه ز ، آنBAC كدام است؟  
١(60   ٢(75    ٣(90   ٤(120   ) 80المپياد(  

 MNخـط پـاره. به دست آيد Nۀدهيم تا نقط امتداد می C خودش از طرفۀرا به انداز BCضلع. است ABوسط ضلع ABC،M در مثلث-٢٠

  است؟ CEچند برابر AE.كند قطع می Eرا در ACضلع

١(2   ٢(
1
2   ٣(

2
3   ٤(

3
2   

  )81المپياد (  محاط شود، چه مساحتی دارد؟ 1در مثلثی به مساحتترين مربعی كه بتواند   بزرگ-٢١

١(
1
4   ٢(

1
3   ٣(

1
2   ٤(

2
3   

به چهار قـسمت مـساوی تقـسيم شـده  ABبه سه قسمت مساوی و ضلع BCو AC اضلاع،مقابل در شكل -٢٢

  كدام است؟ BPOQبه AMON نسبت مساحت چهارضلعی. است

١(
2
3     ٢(

3
2   

  .به نوع مثلث وابسته است) ٤     1)٣

cكه cو a،b در مثلثی به اضلاع- ٢٣ b a كند كدام است؟ ترين ضلع روی آن ايجاد می رگ متناظر به بزۀتری كه نيمساز زاوي  كوچکۀ، طول قطع  

١(
ab

a c   ٢(
ac

a b   ٣(
bc

a b   ٤(
ab

b c   

  كدام است؟ ADۀ انداز،مقابل در شكل -٢٤

١(4     

٢(6     

٣(
3
2     

٤(3   
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aاضلاع در مثلث به - ٢٥ b c آورد، كدام است؟ روی آن به وجود می  خارجی روی امتداد ضلع روبهۀترين زاوي ای كه نيمساز كوچک ، طول قطعه  

١(
ac

b c   ٢(
bc

a b   ٣(
ab

a c   ٤(
ac

a b   

. قطع كنـد Eو Dرا به ترتيب در ACو ABكنيم تا دو ضلع را رسم می AMDو AMBۀو نيمسازهای دو زاوي AMۀ، ميانABC در مثلث-٢٦

گر AMا  BCو 4  DE، حاصل6
BC كدام است؟  

١(
1
2   ٢(

3
5   ٣(

3
4   ٤(

4
7   

گر. محل برخورد نيمسازهاست ABC،I در مثلث-٢٧ aAIا d 2
نيمـساز مربـوط بـه  ad(كـدام اسـت؟  aباشد، محيط مثلث برحسب ضلع 3

  ).است Aرأس

١(/ a2 5   ٢(a3   ٣(/ a3 5   ٤(a4   

  مساحت اين مثلث كدام است؟. آورد به وجود می bو aۀالزاويه، نيمساز وارد بر وتر روی آن قطعاتی به انداز  در يک مثلث قائم-٢٨

١(
(a b)
(a b )



2

2 22
   ٢(

(a b) ab
(a b )



2

2 22
   ٣(

(a b)ab
a b

2 2   ٤(

(a b)ab
(a b )

2 22

   

ABداريم ABC در مثلث-٢٩ AC .های داخلی و خارجی پای نيمساز زاويهA را به ترتيبD وD مقدار. ناميم میDD DD
CD BD

 
 كدام است؟  

١(2   ٢(1   ٣(
AB
AC   ٤(

AC
AB   

ˆ،ABC در مثلث-٣٠ ˆA B   ام رابطه بين سه ضلع اين مثلث برقرار است؟كد. 2

١(a bc2   ٢(b ac2   ٣(a b bc 2 2   ٤(a c bc 2 2   

ABC،Â در مثلث-٣١  90،c  bو 3    كدام است؟ DHۀانداز. رسم شده است ADو نيمساز داخلی AHارتفاع. است 4

١(
15
28   ٢(

5
14   ٣(

7
15   ٤(

12
35   

ABC،Â در مثلث-٣٢  120 .گر ACا  ABو 6    كدام است؟ AD، طول نيمساز3

١(1   ٢(2   ٣(3   ٤(4   

A)ˆۀالزاوي  در مثلث قائم-٣٣ ) ABC 90،گر اضلاع قائم   دام است؟ك ADباشند، طول نيمساز 6 و3 ا

١(2   ٢(2 2   ٣(2   ٤(4   

ˆ،ABC در مثلث-٣٤ ˆA C BCو 2 AB 2 وAC    محيط مثلث كدام است؟. 5

١(12   ٢(15   ٣(16   ٤(18   

ˆ،مقابل در شكل -٣٥ ˆ ˆO O O  1 2 3 45 وOA OD. گر ABا  4،BC كدام است؟  

١(1     ٢(( )2 2 1     

٣(2     ٤(( )4 2 1   

ˆ،مقابل در شكل -٣٦ ˆC C 1 2 15 وB̂  30 .گر   كدام است؟ AMBۀ زاويۀباشد، انداز ABC مثلثۀميان AMا

١(30     ٢(45     

٣(60     ٤(75   

AB، به اضلاعABC در مثلث-٣٧  5،AC  BCو 12  به  BCو ضلع Aكنيم كه از رأس ای انتخاب می به گونه ACرا روی ضلع Mۀ، نقط13

  است؟ ABCچه كسری از مساحت مثلث AMBمساحت مثلث. يک فاصله باشد

١(
5

18   ٢(
5
36   ٣(

5
26   ٤(

10
26   

ABC،Â در مثلث-٣٨  135و AB AC  گر طول. 6   كدام است؟ ABباشد، طول ضلع 2برابر ADا

١(3 2     ٢(3     

٣(2 3     ٤(2   

ABC،AB در مثلث-٣٩  4،AC  Âو 6  120 گر. است   كدام است؟ ADۀباشد، انداز Aۀساز داخلی زاوينيم ADا

١(/2 2   ٢(/2 4   ٣(/2 6   ٤(/2 8   

ABC(ABالساقين  در مثلث متساوی- ٤٠ AC)ۀ، نيمساز زاويC نسبت. الساقين ديگر تقسيم كرده است مثلث را به دو مثلث متساویBC
AB كدام است؟  

١(
3 1

2   ٢(
2

2   ٣(2   ٤(
 1 5

  )83المپياد (   2
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۱- a،b،c،d،eو f اند، به طوری كه اعدادی حقيقیa c e
b d f  .چنين همp،q وr زمان صفر نيستند و اند كه هم اعداد حقيقیn  عدد طبيعی

نشان دهيد. است
n n n

n
n n n

pa qc rea( )b pb qd rf
 
 

.  

MAوجود دارند به طوری كه Nو M منحصر به فردۀ دو نقطو بر امتداد آن ABخط نشان دهيد بر هر پاره - ۲ NA kMB NB  )k 1عددی مثبت و مخالف(  

گر - ۳ ABا a وMA NA kMB NB های خط ، طول پارهMA،MB،NA،NB وMN های و نسبتMA
NA وMB

NB حسبرا برa وk محاسبه كنيد.  

 .را بيابيد xمقدار. اند موازی BCو DEهای خط  پاره، شكل مقابل در-۴

  

  

  .را بيابيد yو x مقدار، در شكل مقابل-۵

  
  .)نداريمگيری  دقت داشته باشيد كه امكانات اندازه (نيم به سه قسمت مساوی تقسيم كنيمتوا خط را می توضيح دهيد كه چگونه يک پاره -۶

قطع  D2ۀرا در نقط ABكنيم تا ضلع رسم می ACكنيم و از آن خطی موازی ضلع انتخاب می BCرا بر ضلع D1ای مانند نقطه ABCدر مثلث -۷

ثابت كنيد پس از چند مرحله به . كنيم  تكرار میًمرتباقطع كند و اين عمل را  D3ۀرا در نقط ACكنيم تا ضلع رسم می BCخطی موازی D2از. كند

  .گرديم برمی D1ۀنقط

ACمقابلدر شكل  -۸ || BD وBC || ED نشان دهيد. است:OB OA.OE2.  

  

  

  
    

و امتـداد  Pۀرا در نقطـ ACاين خـط ضـلع. كنيم رسم می Aۀ، خطی موازی نيمساز درونی زاويBCوسط ضلع Mۀاز نقط ABCدر مثلث -۹

BQبت كنيدثا. كند قطع می Qۀرا در نقط ABضلع CP.  

  :نشان دهيد. كنيم رسم می BCو AB،CAرا به ترتيب موازی اضلاع MNو DE،FKمطابق شكل خطوط ABCواقع در داخل مثلث Oۀاز نقط - ۱۰

AF)الف BE CN
AB BC CA   1  

BF)ب CE AN
AB BC CA   2  

  :نشان دهيد. موازی هستند CFو AD،BEدر شكل مقابل -۱۱

BE.DC)الف CF.BD  

AD)ب BE CF 1 1 1  

  .)ارتفاع وارد بر آن است ahو BCضلع a (محاسبه كنيد ah وaحسب ضلع مربع را برۀدر شكل زير انداز -۱۲
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ــه رابطــ  خاصــيت تناســبكمــکبــه    -۱  ۀهــا ب

na a a a
n

  


  
1 1 2

1 1 2

 پس جواب مـسئله. رسيم میn  1 2  

شود است كه می
n(n )1

2.  

گر نمی برابر nتا 1دانيد مجموع اعداد ا
n(n )1

 بـه روابـط ،شـود می 2

n)  : دقت كنيدمقابل ) n A      1 2 3 1  

  n (n ) A      1 3 2 1  

كنــيم و اعــداد ســمت چــپ   اعــداد را بــا هــم جمــع مــیۀحــالا همــ

nدو دوبه 1 پس سمت چپ. سازند میnتاn 1  آن ۀنتيجداريم كه 

n(nشود می ) A 1 2.  

ــی   -۲ ــط bوقت ــیۀواس ــت،  cو a هندس اس

aيعنــی b
b c، در نتيجــهa b a b

b c b c
 


 تناســب درســتی ايــن .

، يـک  ۀاما برای گزينـ .دهد را نشان می  و  ، های گزينه

ــد ــت باش ــم راح ــما ه ــال ش ــه خي ــزنيم ك ــض ب ــال نق ــرض . مث ف

aكنيد 1،b  cو 2  b پسباشد، 4 c
a b
  
 

2 bو 21
c  2 1

4 2.  
  

aمقــدار   -۳ a c c 4 2 2 28  برابــر اســت بــا 16

(a c )2 2 aو در نتيجه صورت كسر 24 c2 حالا در تناسـبی . شود می 24

گر همـه چيـز را بـه تـوان aبرسـانيم بـه 2كه سؤال داده ا c k
b d

 
2 2 2
2 2

4
9

 

ــی ــيم م ــی از خاصــيت تناســب. رس ــتفاده م ــا اس ــی ه ــيم و م ــسيم كن  نوي

a c a c
b d b d

 


2 2 2 2

2 2 2 2
4 4
9 9

  .است k2شده برابر و در نتيجه كسر داده 

شده   كسرها را در تناسب دادهۀكافی است هم   -۴

aۀبرسانيد كه به رابط 2به توان c e k
b d f

  
2 2 2 2
2 2 2

9 9
4 4

حـالا . رسـيد می 

aتوانيم بگوييم ها می با استفاده از خاصيت تناسب c e k
b d f
  
 

2 2 2 2
2 2 2

9 9
4 4

 .

 ،ايم جا پيدا كرده  است كه اينشده در صورت سؤال جذر كسری كسر داده

  .است kپس جواب

گـذاری   نـامزيـره شـكل را بـ ABخـط پاره   -۵

      :كنيم می

kxپس x a  يعنیax k
1،بنابراين aMB x k 

1.  

ــام   -۶ ــذاری روی شــكل ن ــرهــای  گ  را انجــام زي

kxپــس. دهــيم مــی x a  و ايــن يعنــیax k
1بنــابراين ، 

kaNA kx k 
1 .دقت كنيد كه چـونk 1 ،اسـتN بايـد ازA 

      .دورتر باشد

kاسـت، چـون Aنزديـک Nاين بـار   -۷ 1 .

    :رو است پس شكل ما به صورت روبه

xشود كه از شكل مشخص می kx a  و اين يعنیax k
1.  

 ABخط ديديم كه يک نقطه بايد داخل پاره   -۸

  .و يک نقطه بيرون آن قرار بگيرد

 كنـيم حالا يک بار فرض مـی

k 1  بارو يکk 1 .گـر   ا
  

k 1 باشد، شكل بالا را داريم كهax k
1 وay k

1 و در نتيجه 

akMN x y
k

  
2

2
1

گر.  kا 1 ،باشدN سمتA  قرار دارد و بـه

akMNۀرابط
k


 2
2

1
akMN پسرسيم، می 

| k |


 2
2

1
.  

  

اين مسئله    -۹

اش  تر از شـكل پيچيـده خيلی راحت

فقط بايد يک چيـزی را خـوب . است

كـه در دقت كنيد و آن هم اين است 

ها چگونـه بـه نـسبت  نسبت مساحت

  . های مناسب برسيد خط پاره

 اسـت، پـس AMNدرصـد مـساحت OMN،60 مـساحتجا در اين

ON
AM  3

خـب ).  دو خـط مـوازیۀفاصـل(اند  ها مشترک ، چون ارتفاع5

PCسئله تمام است، چونم NC
BC AC وNC ON

AC AMپس ،PC
BC  3

و  5

PCدر نتيجه
BP  3

BPكه 2 MN.  

ــكل    -۱۰ گــر قطرهــایزيــردر ش را  ABCD ا

   كـهرسـيم  می اين نتيجه خط به  ميانۀضيبكشيم، در هر مثلث طبق ق
  

MN وQP مــوازیAC وMQ وPN 

ـــوازی ـــدBDم ـــابراين،ان  MNPQ  بن

  .الاضلاع است متوازی

      

   توانيد تالس در هر مثلثی كه دلتان بخواهد می   -۱۱
  

ـــسيد ـــث .بنوي ـــ ABDدر مثل  ۀرابط

MN AM
DB AD  3

ــث 8  ACDو در مثل

MQۀرابط MD
AC AD  5

پـس . داريم را 8

MNيـن كـهبا توجه به ا MQ،AC
BD 

3شود می
5.  
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 تالس ۀبا نوشتن رابط. بياييد شكل را بكشيم   -۱۲

xهای به دو روش، تناسب DC
AB BC وx BD

AC BC  آيند میبه دست .  
  

گـر ايـن دو   تناسـب را جمـع كنـيم،حالا ا

x x BD DC
AB AC BC

  1 بينيم، را می 

ABپس AC x 1 1 1.  

دو . شـود  مـیزيـرشكل مسئله بـه صـورت    -۱۳

. ADCو BMEهـای  مثلـث، تالس هستندۀ نوشتن رابطۀمثلث آماد

ABهـای م و رابطهها را معطل نگذاري پس آن BD
BE BM وCF MC

AC DC   
  

 گيـريم از اين دو رابطه نتيجه می. را بنويسيم

ABBEكه BM
BD

  و ACCF MC
DC

  .  

BMدانيد كه می MC  و طبـق خاصـيت

ـــــــساز ABنيم AC
BD DC

ـــــــه  ، در نتيج

CF BE 8 .شـد  حواستان باشد كه مـی

شكل را به صورت مقابل هم كشيد كه در اين 

8حالت به   !!رسيديم می 9

ها  شود كه در آن دو مثلث در شكل ديده می   -۱۴

نتـايجی كـه بـه . BDFو AMCهـای مثلث. توانيم تالس بنويسيم می

ABآيد روابط دست می BM
AD MF وCM AC

MF AE هستند.  

ــــه از آن ــــايی ك BMج CM 

ACتـوانيم بگـوييم می AB
AE AD  و

ABدر نتيجه AD
AC AE .راين بـا بناب

ـــه ـــنتوجـــه ب ـــه  اي ADك
AE  2

3   
  

ABو  13/برابر AC، مقدار9  كه در هـر حواستان باشد( شود می 5

  .)های مناسبی انتخاب كنيد خط  پارهنويسيد، مثلثی كه تالس می
  

 شكل مسئله بـه   -۱۵

شــود كــه بــه راحتــی   مــیرو روبــهصــورت 

گذاری مناسب جواب مسئله  توانيم با نام می

  .را پيدا كنيم

AM kx،MB x،AN ky،NC y،CP z،BP kz ،

BQحالا طبق تالس kQA  پس،آيد به دست می BQ x وAQ x .

BQاين يعنی AM،پس AM
BQ شود می 1برابر.  

 زيـر ۀبـه رابطـدرپی  های پی با نوشتن تالس   -۱۶

گر دقت كنيد اول و آخر آن نـشان مـی می Mدهـد كـه رسيم كه ا M1 6 

  . است ACموازی

  
AM AM BM BM M C M C
M B M C M C AM AM BM

    1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

  

Mو ACۀحالا با توجه به انداز M3 4:    

  
M M BM M C M M

AC BC BC BC     3 4 3 6 3 62 2 1
5 5 5  

در نتيجه
BM
BM 3

6

2
، بنابراين3

M M
M M 3 4

1 6

2
M، پس3 M 1 6 3.  

  

هــــای  در ســــؤال   -۱۷

گـر  BCوسـط D1تشريحی ثابت كرديم كه ا

گـر وسـط  BCنباشد، بعد از شش مرحله و ا

    .گرديم برمی D1باشد بعد از سه مرحله به

كثر پــس از ــه  6پــس حــدا ــه نقطــمرحل    ۀب

  .رسيم میشروع 

    

ـــــث   -۱۸ ـــــی AMNدر مثل ـــــه م  رســـــيم ب

PQ CD
MN CD DM


MNبهرسيم  می BCDدر مثلث ؛)چرا؟(  CM

BD CD.   
  

CMxۀبا ضرب اين دو رابطه، رابط CD DM


به  

گــر. آيــد دســت مــی   بنويــسيمCD بــه جــایا

CM DM، بينيم كـه می CM xCM MD 
 2 

CMو در نتيجــه x
MD x

2 بــه   ۀكــه گزينــ 1

  .آيد دست می

كـشيم  می AEخطی به موازات Dۀاز نقط   -۱۹

اسـت،  BEوسـط Gبنـابراين. قطع كنـد Gۀرا در نقط BCتا ضلع

BEاز طرفــی چــون. اســت ABوســط Dزيــرا EC فهمــيم  مــی 2

BGكــه GE EC  .بنــابراين در مثلــثCDG رســيم  ن مــیبــه ايــ

DFكه FC .مثلثAFD گر ببينيد از برابر  D1و A1های  زاويهیرا ا

AFبــه DF بنــابراين،رســيم مــی AF DF FC  . ايــن يعنــی در  
  

كه ميانـه اسـت برابـر  ADC،AFلثمث

 ADCدر نتيجه مثلـث. است DCنصف

BACˆالزاويه و قائم  90 شود می.  

از .  اسـتزيـرشكل اين سـؤال بـه صـورت    -۲۰

در . را ببينـيم CPخـط كـشيم تـا پـاره می ABخطی موازی Cۀنقط

  اســت و ايــن  MBنــصف PCگيــريم كــه نتيجــه مــی BMNمثلــث
  

گر به. است AMنصف PCيعنی  AMEحالا ا

 ،انـد بينيـد كـه متـشابه نگاه كنيـد مـی PCEو

AEپس AM
CE PC  2.  
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فرض كنيم مثلث    -۲۱

پـس .  باشدمقابلو مربع درون آن به صورت 

ــا ــكل ت ــن ش ــای لسدر اي NP ه CN
AH AC 

MNو AN
BC AC  گـر دو طـرف  .بينـيم میرا   ا

  

  جديـــدۀ فـــوق را در هـــم ضـــرب كنـــيم بـــه رابطـــرابطـــۀ

AN CNMN NP BC AH AC AC     رسيم می.MN NP  مساحت

BCمربع، AH ودو برابر مساحت مثلث AN CN
AC AC ضـرب   حاصـل

صـورت ايـن پس رابطه را بـه . شود می 1دو عبارتی است كه جمعشان

S:نويــسيم مــی ab 2 كــه در آنa b 1 .خــواهيم  حــالا مــا مــی

aرا پيـدا كنـيم كـه بـرای آن بايـد Sترين مقدار ممكن برایبيش b 

گر مجموع دو عدد، ثابت باشد. بيشترين مقدار را داشته باشد  زمـانی ،ا

a پـس،ضربشان بيشترين مقدار را دارد كه با هم برابر باشند b  1
2 

Sو در نتيجه  1
گر ع .2   :مند هستيد به اثبات اين جمله دقت كنيد لاقها

)دانيـــد شـــما مـــی a b)  پـــس. يـــک مربـــع كامـــل اســـت 2

( a b) 2 aافتـد كـه و حالت تساوی زمـانی اتفـاق مـی 0 b 

اش  حــالا بياييــد ايــن عبــارت را بــاز كنــيم كــه نتيجــه. باشــد

ــی ــود م aش b ab  2 ــ و از آن 0 ــه رابط ــا ب abۀج a b 2 

گر به جای. رسيم می aا b 2و دو طـرف را بـه تـوان 1قـرار بـدهيم 

abۀبرسانيم، رابط  1
 ab مقـداربيشترينپس . آوريم ت میرا به دس 4

1برابر
aافتد كه است و آن هم زمانی اتفاق می 4 b  1

  .باشد 2

مـوازی اسـت  ABبا NQطبق عكس تالس   -۲۲

چرا كه ارتفاع  برابر است، BMQو ANPهای احت مثلث پس مس؛)چرا؟(

3برابـر) APو BM( هـر كـدام ۀ دو خـط مـوازی و قاعـدۀها فاصل آن
4 

 بنابراين،است ABضلع
ANP BMQ

S S  . گر از دو طرف رابطه، مساحت ا

 AMONرا كم كنـيم بـه برابـری مـساحت دو چهارضـلعی OMPمثلث

  .رسيم می BPOQو
  

  طبق خاصيت نيمساز، شـكل را بـه صـورت    -۲۳
  

k(aپـس. كـشيم می مقابل b) c   و

ckاين يعنی a b


ackaپس . a b


 

  .تر است  كوچکۀكه طول قطع

ABشـده با توجه به اعداد نوشته   -۲۴ BD
AC DC  و

ˆ پـس،نيمساز اسـت ADاين يعنی ˆBAD DAC  40 .در نتيجـه 

ˆBAC  80 وĈ  40 .بنابراين مثلثACD الساقين است  متساوی

ADو DC  6.  

ترين   خارجی مجاور به بزرگۀترين زاوي كوچک   -۲۵

تـرين ضـلع  روی بـزرگ  داخلی هم روبهۀيترين زاو بزرگ.  داخلی استۀزاوي

ايـم و بـه دنبـال  يعنی شكل مسئله مثل شكلی است كه ما كـشيده. است

   نيمــــسازطبــــق خاصــــيت . هــــستيم CDخــــط طــــول پــــاره
  

ــارجی CDخ kc  وBD kb ، 

ــــس kbپ kc a  ــــه  و در نتيج

ak
b c




acCD  بنابراين،
b c




.  

ــه قــضي   -۲۶ ــا توجــه ب   نيمــساز در دو مثلــثۀب

AMC وAMB هــای رابطــهAE AM
EC MC

  4
AD و 3 AM

DB BM  4
3  

  

 شـــود اش مـــی  كـــه نتيجـــهرا داريـــم 

AD AE
DB EC

  4
 BCبــا DEپــس. 3

  تـالسۀموازی است كه با توجه بـه قـضي

DE AD
BC AB  4

  .شود می 7

 ؛)چرا؟(نيمسازند  CIو AI،BIزيردر شكل    -۲۷

AIپس AB
ID BD وAI AC

ID CD.  

AIچون
AD  2

AIاسـت، پـس 3
ID  و  2

ABاين يعنی BD ACو 2 CD 2 .  
  

. اســت BC، دو برابــر ضــلعACو ABدر نتيجــه مجمــوع دو ضــلع

aبنابراين محيط مثلث برابر است با a a 2 3.  

ــكل    -۲۸ ــردر ش BDزي a وDC b ــس ، پ

ABطبق خاصيت نيمساز ka وAC kb .مـساحت مثلـثABC 

kبرابر است با ab2

ای مانده كه  چه رابطه. باشيم kال پس بايد به دنب،2

   !! عزيز اسـتگرفتن از فيثاغورس  كار كمکۀايم؟ بله، چار استفاده نكرده
  

kپــــس a k b (a b)  2 2 2 2 و از  2

برابـر k2جا اين
(a b)
a b



2

2  ،شـود مـی 2

  .ستدرست ا  ۀپس گزين

كشيم و بـرای راحتـی در  شكل مسئله را می   -۲۹

بنــابراين . دهــيم  را در آن انجــام مــیزيــرهــای  گــذاری محاســبات نــام

DDبرای
CD


bkنويسيم می  bk

bk
 شـود كـه مـیk k

k
 و بـرایDD

BD


   
  

ckيمنويس می ck
ck
  شـود كه میk k

k
  . در نتيجـه تفاضـل ايـن دو  

  

kكـــسر برابـــر k k k k
k k k

    2 

  .است 2يعنی
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  . دار بـا هـم برابرنـد  ستارههای در شكل زاويه   -۳۰
  

ـــا هـــم  ABCو ADCدو مثلـــث ب

ــشابه ــد مت ــس،ان AD پ AC
AB BC  و در

BDنتيجه AC
AB BC.  

dبنــابراين b
c a و ايــن يعنــیad bc .ۀاز طرفــی طبــق قــضي 

BDنيمساز DC
AB ACپس ،DC AC

AC BC يـاa d b
b a
  اش  كـه نتيجـه

aشود می ad b 2 گر به جای. 2  به ،را قرار دهيم bcمقدار adحالا ا

aۀرابط bc b 2 aيا 2 b bc 2 aيا 2 b bc 2   .رسيم می 2

ABC،ABدر مثلث   -۳۱ BH BC 2  ،اسـت  
  

BHپس  9
BDطرفی از. 5 BC 3

 يعنی 7

BD  15
DHبنابراين. 7 BD BH  يعنی 

DH   15 9 12
7 5 35.  

گــر از رأس   -۳۲  ADرا مــوازی CEخــط Cا

 ۀالاضلاع است، چون هم شود كه متساوی پيدا می ACE مثلث،بكشيم

ˆ(ستند ه 60های آن زاويه ˆACE CAD وˆˆAEC BAD(، بنابراين   
  

AE EC   حـــالا در مثلـــث. 6

BCE نويسيم و تالس را میAD  را

AD پـس. كنـيم پيدا مـی AB
EC BE  و

ADدر نتيجــــــه  3
6 كــــــه از  9

ADآن    .شود می 2

مـوازی  CEرا به همـراه خـط ABCمثلث   -۳۳

    كـهخب دقت كنيد.  آشناييمًكاملا CE ديگر با خط.كشيم نيمساز می
  

ˆ ˆA A 1 2 45ــس Êˆ، پ ACE 45 

AEو ايـــن يعنـــی  CEو 6  6 2 .

ــه رابطــ ــالس ب ــا نوشــتن ت ــابراين ب  ۀبن

AD AB
EC BE

 يــــا همــــانAD  3
96 2

 

AD در نتيجه،رسيم می  2 2.  

ˆجايی كه از آن   -۳۴ ˆA C به  Aۀ، نيمساز زاوي2

پـس نيمـساز ايـن زاويـه را . برابرنـد Cۀدهد كه با زاويـ ما زوايايی می

مـوازی  Cكشيم و وقتی در مسئله نيمساز ديده شد، خطی از رأس می

  . بينيـد شود كـه مـی جوری می پس شكل مسئله اين. كشيم نيمساز می
  

 دو ؛)چـرا؟(دار بـا هـم برابرنـد  هـای سـتاره زاويه

ـــشابه BCDو ABCمثلـــث ـــد، چـــون مت  ان

ˆˆBDC ACB وˆ ˆBCD BAC،پـــــــس  

BC BD
AB BC ـــه cدر نتيج c

c c
 


2 5

ـــا . 2 ب

به  4برابر C، وسطين كردن و حل معادله طرفين

  .15شود بنابراين محيط مثلث می. آيد دست می

 OABهـای مثلثاول از همه دقت كنيد كه    -۳۵

ـــشت OCDو ـــون همنه ـــد، چ OAان OD پـــسˆ ˆA D  و در

ABنتيجه CD .گر مثلث  ۀمـساز زاويـني OBرا نگاه كنيد، OACا

توانيم   پس می؛)چرا؟ (است O خارجیۀنيمساز زاوي ODو Oداخلی

ABبنويسيم OA
BC OC وAD OA

CD OC،در نتيجـه  AD AB
CD BC . دقـت

گركني BCد كه ا xباشد ،AD شود میx8 .پسx
x

 8 4
و از  4

xجــا ايــن x  2 8 16 برابــر x مقــداركــه  0 4    بــه دســت 32
  

x  پس،يدآ می  4 2 4.  

  

 نيمـساز اسـت، پـس NBC،CAدر مثلث   -۳۶

BA CB
AN CN.NM ـــر  BNCعمـــود اســـت، چـــون مثلـــث BCب

NBC)ˆˆالساقين است اویمتس NCB) .ۀالزاويـ پـس در مثلـث قـائم 

MNC،MN نصفCN  از طرفی؛)چرا؟(است MB هم نـصفCB 

ـــت، ـــابرايناس MB بن CB
MN CN .ـــن ـــی اي ـــا يعن BAه MB

AN MN  و  
  

ـــــث ـــــه در مثل   ،BMNدر نتيج

  پـــس نيمـــساز اســـت،MAخـــط

ˆAMB  90
2


.  

الزاويه است، چون اضـلاع آن  اين مثلث قائم   -۳۷

A پساند، ول خودمان فيثاغورسیبه ق  90 .گـوييم وقتی مـیM  از

روی نيمـساز  Mبـه يـک فاصـله اسـت، يعنـی BCو ضلع Aرأس

AMاين بنـــابر؛)چـــرا؟ (اســـت Bۀزاويـــ
MC  5

 MCو بـــه جـــای 13

AM پس،AM12گذاريم می
AM 


5

12 10برابـر AMجـا از ايـن. 13
3   

  

 در نتيجـــه. آيـــد بـــه دســـت مـــی

AMB
ABC

S AM
S AC 

10
3

  پــس جــواب،12

10
5يا 36

  .است 18

ــد   -۳۸ ــوازات C از رأسبياي ــه م ــی ب  ADخط

گر می. قطع كند Eرا در ABبكشيم تا امتداد پرسيد چرا، بايد بگـوييم  ا

گـذرد و  كه در اين فصل كار ما كشيدن خطـوطی اسـت كـه از رأس مـی

چون بـا ايـن كـار . خطی است كه درون مثلث داده شده است موازی پاره

حالا دقت كنيـد . شود  فراهم میداشتنی دوستشرايط نوشتن برای تالس 

BADˆكه  45پس ،ˆCAE  45 جـا و از آنÊ  45 . در نتيجـه در

6و 6به ترتيب AEو CEطول اضلاع ACEمثلث حـالا . شود می 2

ـــت نوشـــتن رابطـــ ـــاۀوق ـــالس اســـت، زيب ـــس ی ت ADپ AB
CE BE  

  

x و در نتيجــه
x




2
6 6 2

 .

 x مقـــدار،از ايـــن معادلـــه

3برابر   .شود می 2
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 ، از رأسABCدر مثلث   -۳۹

B  به موازات نيمسازخطیAD كشيم تـا میBE 

  ديگر با اين كار. به وجود آيد
  

  پـس.  آشنايی كامـل داريـد
  

 BCE حـالا در مثلـث؛)چرا؟(شود  الاضلاع می متساوی ABE مثلث

AD شود  مینويسيم كه تالس می 

6

4 6 ADو اين يعنی 4 / 2 4.  
  

بـــا توجـــه بـــه    -۴۰

هـای درون   زاويـهۀ انـداز،توضيحات سـؤال

 ؛)چـرا؟ ( باشدرو مثلث بايد مثل شكل روبه

ـــــی ـــــابراين م ـــــوييم بن ـــــوانيم بگ  ت

AD DC BC a  ، AB AC b  

BDو b a . نيمــساز ۀحــالا از قــضي   
  

BDۀداخلی رابط BC
AD AC شـود  آن مـیۀ كه نتيجرا داريمb a a

a b
  .

گر به خواسـت a سـؤال دقـت كنيـد، مـا بـه دنبـالۀا
b ،پـس هـستيم 

aتوانيم می
b را برابرx ۀ آن معادلۀقرار دهيم كه نتيجxx  1 . است 1

xبنابراين x  2 1 شود می xاست كه مقدار 0 1 5
2.  

ادامـه  Dۀرا تـا نقطـ BA ضلعزيردر شكل    -۴۱

CDAˆدهيم به طوری كـه می  3،پـس ˆCAD  3 وˆACD   .

ـــون چ 7 180،ـــه BD در نتيج DC )ـــون DBCˆˆچ DCB( 

ACو DC .حــــالا در مثلــــثBCD،CA زاويــــۀ  نيمــــسازC   
  

AD است و ايـن يعنـی DC
AB BC،پـس  

b c b
c a
  و در نتيجهbca b c


.  

  
  

 رو روبـهدر شكل    -۴۲

گانه نگاه كنيد ACDمثلث اضـلاع . را جدا

اين مثلث همان سه پارامتری است كـه در 

حالا بـه زوايـای زيـر . دسؤال درگير هستن

  :توجه كنيد

  
( ) ˆ ˆ ˆB̂ A C C         1 1 2
7 2 180 5 180 180 4 180

7 7 7 7
  

  

  ˆ ˆABCD A C  2 1
180

7


  الساقين  متساویۀذوزنق 

D̂پس 1
2 180

7


بـا  ACDهـا يعنـی زوايـای مثلـث ايـن. شود می 

 بنـابراين ايـن سـؤال مثـل سـؤال قبلـی انـد، متناسـب 1و 4،2اعداد

  : كهجا به اين رسيديم در آن. شود می

  
d a d d d

a d a d a d d


      1 1 1 1
2 2 1 2

1 1 11  

در نتيجه
d da d d

1 2

1 2
.  

ــر   -۴۳ ــر قط گ ــيم BDا ــم كن ــث ،را رس  دو مثل

، ABDدر مثلـث. هـا تـالس بنويـسيم تـوانيم در آن بينيم كه مـی می

MOۀرابط a
AB a 2

ONۀ، رابطBCDلثو در مث 3 b
DC b   پـس. را داريم 3

  

MO  2 3 ON و 23  1 6 و  23

  .MN4در نتيجه

برابر است با MNخط  در حالت كلی طول پاره
n.AB m.DC

m n



كه در  

AMآن m
MD n .های تشريحی ثابت كرديم اين رابطه را در سؤال.  

شـده برابـر  نسبت مـساحت دو مثلـث گفتـه   -۴۴

، زيرا ارتفاع دو مثلث يكـسان MNبه QPهای خط است با نسبت پاره

DCاز طرفی. است ABQP  2
ABو 3 DCMN  2

QP پس،3
MN   

  

DCبرابر است بـا AB
AB DC




2
2.DC  هـم

ـــر اســـت و در نتيجـــه  ABدو براب

5حاصل كسر
  .شود می 4

گر قاعد   -۴۵  b بـزرگ راۀو قاعـد a كوچـک راۀا

aبناميم، طبق آن چيزی كه ثابـت كـرديم bMN  3 2
حـالا بايـد . 5

بـا توجـه  ABNMۀمساحت ذوزنق. ها را به كار بگيريم نسبت مساحت

aبرابربه شكل  bh(a ) 1 3 222    برابـر MNDCۀو مساحت ذوزنقـ 5
  

a bh(b ) 1 3 232  پــس. اســت 5

a b a b(a ) (b )   3 2 3 3 22 5 2 5   
  

aرسيم به كردن اين رابطه می و با ساده b23 13.  
  

 در مثلـــــث   -۴۶

ABD ــ ــه رابط MPۀب MD
AB AD  1

و  3

MQ به ADCدر مثلث AM
DC AD  2

3 

  .رسيم می

MPدر نتيجه 1 وMQ  برابر PQكه مقدار 6 6 1   .شود می 5

اـی ارتفاع ذوزنقـه   -۴۷ برابرنـد  PQCDو ABQPه

اـی آن پس بايد به دنبال نـسبت مجمـوع قاعـده) چرا؟( اـ باشـيم ه ديـديم . ه

DCكه ABPQ  گر بگيريم. 2 ABا a،DC a اـ آند و از شو می 3   ج
  

PQ a .در نتيجهAB PQ a  2 

PQو DC a   بنابراين مـساحت ؛4

ABQP ـــساحت ـــصف م  PQCDن

  .است
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aكسرهای -۱
b وc

d وe
f را به توانn ار رسـانيم، پـس تناسـب برقـر مـی

 يعنی،است
n n n

n n n
a c e
b d f

  .حالا صـورت و مخـرج كـسر
n

n
a
b

، pرا در 

كسر
n

n
c
d

و كسر qرا در 
n

n
e
f

قبول داريد كه كسرها . كنيم ضرب می rرا در 

 خورند؟ پس بايد بنويسيم تكان نمی
n n n

n
n n n

pa qca re( )b pb qd rf
    و در

هـا  مخرج ۀهمها را با هم و   صورتۀ هم،نتيجه با توجه به خاصيت تناسب

  .رسيم كنيم و به حكم می را با هم جمع می

كـه صـفر باشـد، كـسر  rو p،q هر كـدام از اعـدادحواستان باشد كه

  .كنيم ز بازی خارج میمربوط به آن را ا

kبرای دو حالت -۲ 1 وk 1 كنيم مسئله را حل می.  

 k 1 : رو روبـهمانند شكل 

واحـد  kۀرا بـه انـداز ACخـط پاره

را  DDسـپس خـط. كنـيم رسم می

كـشيم و روی آن دو  مـی ACموازی

   1را بـه انـدازۀ BDو BDخـط پاره
  

كنـيم و ادامـه  وصـل مـی Dو Dرا بـه Cحـالا. كنيم واحد جدا می

دقــت كنيــد كــه . دقطــع كنــ Nو Mرا در ABدهــيم تــا خــط مــی

MA پـس؛)چرا؟(اند  متشابه BMDو AMCهای مثلث AC kMB BD  

ACN، NB و طبــق تــالس در مثلــث BD
NA AC k

  اســت كــه ايــن  1

NAيعنی kNB .  

 k 1 : ـــــار روش ك

شابه است و فقط شـكل  مًكاملا

  !ق داردمسئله كمی فر

k در دو حالت-۳ 1 وk 1 كنيم مسئله را حل می.  

گر kا 1 خـط باشد، شكل پارهAB 

  : استرو روبهبه صورت  Nو Mو

MAالاح kMB  پس بياييد. استMA را برابـرkx وMB را برابـرx 

ــر ABجــا از ايــن. بگيــريم k)براب )x1 ــه د  يعنــی. آيــد ســت مــیب

(k )x a 1 ــی ــن يعن axو اي k
1 .ــس kaMAپ kx k 

1 و 

aMB x k 
1 .با همين روشًادقيق NA وNB آيد به دست می.  

    NA ky , NB y    

  AB NA NB (k )y a (k )y       1 1  

ayپس k
1 و در نتيجـهkaNA k

1 وaNB k
1،چنـين  هـم 

MN x y يعنی akMN
k


2

2
1

.  

گـــر kا 1  باشـــد، شـــكل مـــسئله

  :جوری است اين

  a ka a(k )x a x MA , MBk k k      
  

1 1 1 1  

  a ka a( k)y a y NA , NBk k k      
  

1 1 1 1  

MNچنين هم y x .  

ــت اول akMNدر حال
k


2

2
1

ــت دوم  akMNو در حال
k


 2
2

1
ــه دســت   ب

  .آيد می

MAهای برای نسبت
NA وMB

NB بايد بنويسيم:    

    MA MB x k
NA NB y k

  


1
1  

    MA MB x k
NA NB y k

  


1
1  

ــالس در مثلــث مــیۀ طبــق رابطــ-۴ ــه  ت xرســيم ب x
x x
 


2 1 2 4

1 ،

xپس x x x   2 22 3 1 2 xدر نتيجه ؛4 1.  
  

ــث-۵ ــ ADCو ABC در دو مثل ــه رابط ــالس ب ــا نوشــتن ت ــر ۀب  زي

  :رسيم می

     

ـــه در نتيج
y

y
 44
ـــرفين 8 ـــا ط ـــطين و ب ـــ  وس ـــردن، معادل  ۀك

y y  2 4 32 ــی 0 ــت م ــه دس ــد ب ــ. آي ــا تجزي ــه ۀب ــن معادل  اي

y)به )(y )  4 8 yصل آنرسيم كه حا می 0  هـم  xپس. است 4

  .آيد به دست می 3برابر

را بـه سـه قـسمت مـساوی  AB خـط خواهيم پـاره  فرض كنيد می-۶

حالا . عبور كند Aۀكنيم كه از نقط خطی دلخواه رسم می. تقسيم كنيم

بعـد از آن . پيـدا شـود Cۀكشيم تا نقط می Aكمان دلخواهی به مركز

برسـيم و بـه  Dۀزنيم تـا بـه نقطـ می Cكمانی با همان شعاع و مركز

ACپـس! كنيم را كشف می Eۀن شكل نقطهمي CD DE  . حـالا

   Mكشيم تـا نقـاط می EBموازی Cو Dوصل كرده و از Bبه Eاز
  

دهـم  بـه شـما قـول مـی. به دست آيند Nو

AMكــه MN NB  ــالس  چــون طبــق ت

AM AC
AB AE  1

ANو 3 AD
AB AE  2

3.  

yx x
y »  44

3 8 3
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را كـه  D1ۀ، نقطABC در مثلث-۷

كنـيم و  است، انتخاب می BCوسط

شــده در مــسئله را انجــام  كــار گفتــه

  .برسيم D6دهيم تا به می

D6 كـار را ادامـه بـدهيم، ديگرۀيک جوری است كه انگار يک مرحل ، 

 ۀگـرفتن از قـضي بـا كمـک. بياييد اين را ثابت كنـيم. گرديم برمی D1به

ۀتالس و نوشتن يک سری تناسب به رابط
BD AD
D C D C1 6

1 6
رسيم كـه  می 

Dگيـريم  تـالس نتيجـه مـیۀبا توجه به عكس قضي D6  ABمـوازی 1

    . رسيم می D1 بعد از شش مرحله بهپس. است

  
BD BD AD AD

D D || AC , D D || BCD C D A D B D C   1 2 5 6
1 2 5 6

1 2 5 6
  

  
BD CD CD AD

D D || BC , D D || ACD A D A D B D B   2 3 4 5
2 3 4 5

2 3 4 5
  

    
CD CDD D || AB D A D B 3 4

3 4
3 4

  

گر باشـد، پـس از  BCوسـط D1حالا ا

  .سيمر سه مرحله به جای اولمان می

  
  

اـی  در مثلـــث-۸ اـلس را  ODEو OBDهــ تــ

OA های رابطه. بنويسيد OC
OB OD

 و OB OC
OE OD

 

ــ ــتۀنتيج اـر شماس ــس، كـ OB  پ OA
OE OB  و در

OBنتيجه OA.OE2.  
  

 رو روبه شكل اين سؤال به صورت -۹

 ACDو BMQهــای مثلــث. اســت

  !زنند برای نوشتن تالس داد می

  بايدگذاريم، فقط پس منتظرشان نمی

  .ها باشد خط حواسمان به انتخاب پاره

    AB BD BM ABBQBQ BM BD
    

    CP MC MC ACCPAC DC DC
    

M وسط ضلعBC است، پسBM MC وAD نيمساز است، پـس 

BD AB
DC AC يا بهتر بگوييمAB AC

BD DC،در نتيجه BQ CP.  

ــفا -۱۰ ــوازی FK)ل ــالس ACم AF اســت، پــس طبــق ت KC
AB BC

. 

OKCN ــوازی ــس مت ــت، پ ــلاع اس NCالاض OK .ــث  OEKمثل

OK پـــس؛)چـــرا؟(ه اســـت متـــشاب ABCبـــا EK
AC BC . پـــس بـــه  

  

AFجــای
AB ــی ــذاريم م KCگ

BC  ــه و ب

CNجای
CA دهـيم قرار مـیOK

AC  كـه

EKشود می
BC . پس حاصل جمع ايـن

  .شود  می1ِ برابرسرسه ك

BF)ب
AB شــــود مــــیAF

AB1،CE
BC شــــود مــــیBE

BC1 وAN
AC 

CNشود می
CA1شود سر میبنابراين جمع اين سه ك ؛ 3 1 2.  

پس سـريع بـرويم . شود نوشتن ديده می دو مثلث برای تالس )الف -۱۱

AD! شيرين تالسۀسراغ رابط DC
BE BC وAD BD

CF BC . حالا با توجه به  
  

ــطين در  ــرفين وس ــه و ط ــن دو رابط اي

ــا آن BE.DCۀ رابطــ،ه CF.BD  ــه ب

  .آيد دست می

كنيم كه  ها را با هم جمع می  به دست آمده از تالسۀجا دو رابط اين )ب

ADشود می AD BD DC
BE CF BC

 پس ،AD AD
BE CF 1  گر ايـن را و ا

  .شود شده ديده می  خواستهۀتقسيم كنيم همان رابط ADبر

  پـس . نـاميم را ضلع مربـع مـی xايم، ر اين شكلی كه ما كشيدهد -۱۲
  

 ADEهـای طبق تشابه مثلـث

و نوشتن نسبت تشابه  ABCو

aبه
a

h x x
h a


 رسيم و اين  می  

  

يعنی
a

x x
h a 1 .سپ

ax h a 1 1 اين رابطه را بد نيست به خاطر . 1

aشود می xداشته بايد كه از آن

a

a.h
a h.  

  . همـرس باشـند Oۀدر نقطـ d3و d1،d2 فرض كنيد سه خـط-۱۳
  

انتخاب كنيـد و  d2 دلخواهی رویۀنقط

 Mحــالا از. بگذاريــد Mاســم آن را

تـا خطوطی رسم كنيـد  d3و d1موازی

  :به دست آيند Bو Aنقاط

  الاضلاع است، متوازی OAMBچهارضلعی
  

AN پس NB .حالا ازP خطی موازیAB اين خط همان. بكشيد 

CD چون طبق تـالس،جواب مسئله است OD
NB ON وED OD

AN ON  كـه

ANبا توجه به NB بهED DC رسيم می.  

 EF وســطاز MN، بياييــد ثابــت كنــيمABCD در چهارضــلعی-۱۴

وســط دو  Fو EFو CDو ABدو ضــلعوســط  Nو M.گــذرد مــی

. نگـاه كنيـد ACDو ABDهـای به مثلـث. هستند BDو ACقطر

مـوازی و مـساوی  ENو MFگويـد كـه خـط بـه مـا مـی  ميانۀقضي

ايـن . انـد با هم موازی و مـساوی ENو MF، پسهستند ADنصف

حالا يادتان هست كـه . الاضلاع است متوازی MFNEيعنی چهارضلعی

  از  MN در نتيجـه؛كننـد الاضلاع همديگر را نصف می قطرهای متوازی
  

 بـه روش ًادقيقـ. كند عبور می FEوسط

خطـی كـه  توانيد بگوييد پـاره مشابه می

را به هم وصل  BCو ADوسط اضلاع

  .گذرد می EFكند نيز از وسط می
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